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Abstract. We prove that on closed surfaces of higher genus cohomological invariants
are not sufficient to distinguish topologically transitive flows which are not topologi-
cally conjugate; this contradicts a conjecture of Katok.

0. Introduction
Soit sur une surface fermee orientee M de genre g > 1 un champ de vecteurs X
possedant une orbite recurrente. L'exemple le plus simple est un 'flot irrationnel'
sur T2, et plus generalement un champ sur M possedant une orbite dense (un tel
champ sera dit transitif).

En fait l'etude dynamique et ergodique des orbites d'un champ quelconque se
ramene a celle des champs transitifs [13], [6]. II est done particulierement important
d'essayer de classifier les champs transitifs sur une surface donnee M. Pour cela
on peut associer a un champ transitif X un invariant de nature cohomologique, un
cone convexe non vide ̂ (X) ne contenant pas 0 dans l'espace vectoriel H1(M, F; U)
(F = F(X) designe l'ensemble des singularites de X, suppose fini); nous definirons
^(X) dans la section 1.

Katok a defini ce cone dans [3], et il a enonce le theoreme suivant, qui exprime
que ^(X) permet de classifier les champs X proches d'un champ fixe Xo:

THEOREME. Soient Xo et X deux champs transitifs a singularites non degenerees
(qui sont done 2 g - 2 selles), tels que F(X)=F{X0) et que c€(X)nc€{X0) ne soit
pas vide (done contienne au moins une demi-droite); si X est suffisamment proche
de Xo, alors X et Xo sont topologiquement conjugues.

(Deux champs X et Xo sont topologiquement conjugues s'il existe un homeomor-
phisme envoyant chaque orbite de Xo sur une orbite de X, sans necessairement
respecter les parametrages; en d'autres termes, les feuilletages definis par X et Xo

sont topologiquement conjugues.)
Katok a egalement conjecture dans [3] que ce theoreme reste vrai meme si X

et Xo ne sont pas proches. Le but du present article est de montrer que cette
conjecture est fausse. Plus precisement:
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THEOREME 1. SoitMune surf ace fermee orientee de genre g > 2 , et F <^Mun ensemble
forme de 2g-2 points. Pour presque toute classe de cohomologie Q,eH1(M,F;U),
il existe une infinite' de champs de vecteurs (.Y;),•=»! a singularites non degenerees, tels
que:

(a) pour tout i, les singularites de X( sont les points de F.
(b) pour tout i, toute orbite de Xt qui n 'est pas reduite a un point est dense.
(c) pour tout i, ^(X) est egal a la demi-droite {til: t>0}.
(d) pour i #/, les champs X{ et X, ne sont pas topologiquement conjugues.

Remarques. (1) La locution 'presque toute' se rapporte a une mesure de Lebesgue
sur Hl(M,F;U); nous montrerons egalement que l'ensemble des classes fie
H\M, F; R) auxquelles s'applique le resultat du theoreme 1 contient un Gs dense
(voir remarque apres la demonstration du lemme 1).

(2) D'apres le theoreme de Katok enonce plus haut, l'infinite de champs Xt

construite dans le theoreme 1 est necessairement denombrable.
(3) Soit D,eH\M,F;U) telle que la classe Q,eHl(M;M) associee a fl soit

multiple d'une classe entiere. Le resultat du theoreme 1, meme considerablement
affaibli, ne s'applique pas a une telle classe (voir remarque apres l'enonce du
theoreme 2).

Dans la situation du theoreme de Katok, les champs X et Xo sont conjugues
par un homeomorphisme proche de 1'identite, et done isotopes (conjugues par un
homeomorphisme isotope a 1'identite). On remarquera qu'il est facile de construire
une infinite de champs transitifs possedant les memes singularites et le meme ^(X),
mais non isotopes: par exemple deux champs a singularites non degenerees, qui
satisfont a (b) et different par un (ou plusieurs) twists de Dehn le long d'une
courbe fermee simple homologue a 0, ne sont pas isotopes (utiliser [1, expose 6,
§ VII, corollaire p. 118, et expose 5, proposition II.6 p. 81]). Par contre prouver
que deux champs ne sont pas conjugues est beaucoup plus delicat, et constitue
toute la difficulte du theoreme 1.

Decider si deux champs sont ou non conjugues fait intervenir la structure transverse
des feuilletages determines par ces champs, beaucoup plus que le parametrage des
feuilles donne par les champs. C'est pourquoi pour prouver le theoreme 1 nous
raisonnerons avec des I-formes differentielles plutot qu'avec des champs de vecteurs.

Notre premiere tache sera done, apres avoir defini le cone 'ti(X), de reformuler
le theoreme 1 en termes de formes differentielles. Nous consacrerons ensuite la
section 2 a la demonstration, puis nous concluerons dans la section 3 par quelques
exemples, remarques, et questions.

1. Lecdne%(X)
Nous allons definir ici le cone <8(X)cHl(M, F; R). L'espace vectoriel H\M, F, U)
est de dimension 4g - 3. II s'identifie canoniquement a Horn (Hi(M, F; R), R). Nous
considererons souvent un element Cl de Hl(M,F;U) comme une collection de
1-formes differentielles fermees cohomologues relativement a F (i.e. differant par
la differentielle d'une fonction qui s'annule sur F)\ l'homomorphisme de
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Ht(M,F;U) dans R associe a fl et alors determine par l'integration de ces
formes.

Nous supposons pour simplifier que les singularites de X ne sont pas degenerees
et que toute orbite non reduite a un point est dense. Nous orientons transversale-
ment le feuilletage & determine par X, de facon qu'un repere forme de X et d'un
vecteur positivement transverse soit direct.

Soit JU une mesure transverse non nulle de 3F (il en existe toujours). Etant donne
un chemin oriente y forme d'un nombre fini de segments de feuilles de & et de
segments y, transverses a 3F, on definit un nombre (/x) (y) comme la somme des
£i/x(y,), ou si vaut 4-1 ou - 1 selon que l'orientation de y, coincide ou non avec
l'orientation transverse de !?.

On verifie facilement que (fi) (y) ne depend que de la classe d'homotopie a
extremites fixes de y; on peut done deduire de (/A) un homomorphisme de
Hi(M,F;U) dans R, e'est a dire un element [fi] de H\M,F;U). Le cone <€(X)
est defini comme l'ensemble des [n]eH1(M,F;M) correspondant aux diverses
mesures transverses de 2F. II n'est pas vide et ne contient pas 0.

Remarque. On peut definir ^(X) de plusieurs autres facons equivalentes (comparer
[2], [3], [10], [11]). En particulier la dualite de Lefschetz permet de considerer les
elements de ^(X) comme des cycles asymptotiques dans Hi(M-F; R).

Supposons en particulier que & soit defini par une 1 -forme differentielle fermee
^(i.e. 1'evaluation W(X) est identiquement nulle), et que W soit compatible avec
l'orientation transverse de 3F (en ce sens que W(c)>0 pour un vecteur c positive-
ment transverse a &). La formule

ou / est un intervalle transverse a &, definit une mesure transverse n^ de &, qui
est invariante parce que W est fermee. La classe [fjL-^-]eH 1(M,F; R) n'est autre
que la classe de cohomologie relative de la forme fermee W.

Avant de reformuler le theoreme 1, nous devons donner une derniere definition.
Un feuilletage dont les singularites sont les points de F est uniquement ergodique
si sa restriction a M -F possede, a proportionnalite pres, une seule mesure trans-
verse invariante; si un champ X comme plus haut definit un feuilletage uniquement
ergodique, alors ^(X) se compose d'une demi-droite. II est maintenant clair que
le theoreme 1 est une consequence du theoreme suivant:

THEOREME 2. Soient M et F comme dans Venonce du theoreme 1. Presque toute
classe de cohomologie CleH1 (M, F;U) contient une infinite de 1 -formes differentiel-
les fermees (Fj)j>i a singularites non degenerees definissant des feuilletages ^(Wt)
tels que:

(a) pour tout i, les singularites de &(Wi) sont les points de F.
(b) pour tout i, toute feuille de 3F(Wi) est dense.
(c) pour tout i, le feuilletage &(Wi) est uniquement ergodique.
(d)pouri ^ j,les feuilletages S'iWi) et ̂ (Wj) ne sont pas topologiquement conjugues.
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Remarque. Considerons une classe ft e HX(M, F;U) telle que la classe ft eH1(M; U)
associee a n soit un multiple d'une classe entiere. Soit Weil une forme fermee a
singularites non degenerees satisfaisant a (a). Nous affirmons que toute feuille / de
&(W) qui n'est pas une liaison entre selles est compacte: sinon, / possederait un
point d'accumulation et il existerait des intervalles transverses a extremites sur /
sur lesquels l'integrale de W est arbitrairement proche de 0, ce qui contredit
l'hypothese faite sur ft. De cette remarque on deduit facilement que les formes
fermees a singularites non degenerees contenues dans ft ne definissent, a con-
jugaison topologique pres, qu'un nombre fini de feuilletages.

2. Demonstration du theoreme 2
Soient M et F comme dans l'enonce du theoreme 1. Pour simplifier, nous convenons
que dorenavant le seul mot forme designera une 1-forme differentielle fermee dont
les singularites sont non degenerees et coincident avec F. Deux formes sont
transverses si elles definissent des feuilletages transverses en dehors de F.

Soit G le groupe des homeomorphismes tp de M tels que ip(F) = F. Pour tl/eG,
nous notons i/f* l'automorphisme induit sur Hl{M, F; R), et nous designons par
G i le groupe forme des i/> e G tels que i/» * = e id, avec e = ± 1 (si g > 3, necessairement
e = +1). Deux feuilletages sont Gi-conjugues s'ils sont conjugues par un homeomor-
phisme i// G Gx.

Notre but va etre par des reductions successives de ramener le theoreme 2 a un
probleme de nature algebrique dans Hi{M; Z). La premiere etape consiste a definir
un ensemble A <=-H1(M, F; R) de complementaire negligeable, dans lequel la con-
clusion du theoreme 2 sera valable.

Soit A le sous-ensemble de HX{M, F;U) forme des classes il telles que:
(i) l'homomorphisme de H,(M, F; Z) dans U induit par il est injectif.
(ii) si tjf*il = til, avec 4i G G et t e R, alors 4> G d.
(iii) si le feuilletage defini par une forme Weil ne possede pas de liaison

separante, alors il satisfait aux conditions (b) et (c) du theoreme 2 (une liaison
separante est une feuille de 3P{W) qui joint une selle s a elle-meme et disconnecte

LEMME 1 Le complementaire de A dans H1(M,F;U) est negligeable (pour une
mesure de Lebesgue).

Demonstration. Nous laissons au lecteur le soin de verifier que presque toute classe
ileH1(M,F; U) satisfait aux conditions (i) et (ii). Remarquons ensuite que, si une
forme W appartient a une classe ft qui verifie (i), alors toute liaison de !¥(W)
represente 0 dans Hi(M, F; Z), et done est une liaison separante. II en resulte que,
si 3F(W) ne possede pas de liaison separante, toute feuille de &{W) est dense (voir
[1, expose 9, § III, lemme 6 p. 165]). II nous reste done a exclure l'existence dans
H1(M,F; U) d'un ensemble B de mesure strictement positive tel que toute classe
ftG5 contienne une forme Wa avec ZF(Wn) non uniquement ergodique mais a
feuilles denses.
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Etant donne fieS, choisissons une courbe fermee simple C transverse a
et considerons le 1-complexe fini Kn forme par C et les separatrices de
arretees a leur premier point d'intersection avec C. Modulo une isotopie relative
a F, l'ensemble des Ka possibles est denombrable, et on peut done supposer sans
perte de generalite que Kn ne depend pas de ft.

Le feuilletage &(Wn) s'identifie a la suspension d'un echange d'intervalles sur
C, voir [5, § 6]. Cet echange porte sur 4g-4 intervalles et dep -i de 4g -3
parametres reels (longueurs des intervalles et image d'un point); l'application qui
a ft associe l'ensemble de ces parametres est (localement) lineaire et injective, et
la contradiction cherchee resulte du fait que presque tout echange d'intervalles
induisant une permutation irreductible donnee est uniquement ergodique, [7], [14];
voir aussi [9]. •
Remarque. Etre uniquement ergodique est une propriete generique des echanges
d'intervalles ([4]; [3, theoreme 4]). On en deduit que A contient un GR dense.

Soit fte A. Pour pouvoir construire dans ft des formes definissant des feuilletages
sans liaison separante mais non conjugues, nous aurons besoin du critere suivant:

PROPOSITION. Soient W et W deux formes appartenant a une classe CleA. Soient
u et u' deux formes cohomologues relativement a F et transverses a W et W
respectivement. Si &(u) et 3*(u') ne sontpas d-conjugues, alors ^(W) et 3F{W) ne
sont pas conjugues.

Avant de prouver cette proposition, remarquons que l'existence de u (resp. «')
entraine que 2F{W) (resp. &(W)) ne possede pas de liaison separante; les feuil-
letages !F{W) et !P{W) sont done uniquement ergodiques et a feuilles denses.

Nous appliquerons ce critere avec des formes u e tu ' appartenant a une classe
de cohomologie entiere UeH1(M,F;Z). De telles formes definissent des feuil-
letages a feuilles compactes (voir fin de la section 1), done faciles a comprendre.
En particulier il est tres simple de decider si &(u) et &(u') sont ou non G\- conjugues,
et de prouver que les formes de U definissent une infinite de feuilletages a
d-conjugaison pres (bien qu'elles definissent un nombre fini de feuilletages a
conjugaison pres).

Demonstration de la proposition. Supposons qu'un homeomorphisme ip conjugue
&{W) et &(W). II envoie la mesure transverse nw de &(W) sur une mesure
transverse de &{W), qui s'ecrit necessairement r.n,w- (car !F(W) est uniquement
ergodique). II existe done une relation de la forme

(le signe de e =±1 depend de l'action de tji sur les orientations transverses des
feuilletages); par consequent t/r 6 G\ et r = 1.

L'homeomorphisme ip envoie ainsi nyr sur /x^. Comme ces mesures sont lisses,
les feuilletages 2F{W) et &(W) sont conjugues par un homeomorphisme <t>&G\
isotope a tjj relativement a F, qui est un diffeomorphisme en dehors de F.
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Considerons sur M - F la forme differentielle <f>(u). Elle est transverse a W, et
on peut la modifier pres de F de facon a obtenir sur M une forme u" cohomologue
a u' relativement a F, transverse a W, avec S*(u") isotope a <f>(?F(u)) et egal a

Pour t entre 0 et 1, les formes
u, = (1 - t)u'+ tu"

sont cohomologues relativement a F, et non singulieres en dehors de F car u' et
u" sont toutes deux transverses a W. En utilisant le resultat de Katok [3, theoreme
3], ou en appliquant directement la technique d'isotopie de Moser [8], on voit alors
que ZF{u") est isotope aZF(u'). IIen resulteque &*{u) et S'iu') sont G\- conjugues. D

Le theoreme 2 a maintenant ete ramene a 1'assertion suivante:

ASSERTION. Etant donnee fleA, il existe une classe U eH1(M,F; U) qui contient
une infinite de formes («,)IS=i telles que:

(i) si i #/, alors ^(ui) et S'iUj) ne sont pas Gi-conjugues.
(ii) pour tout i, il existe dans fl une forme Wt transverse a «,.

Pour montrer cette assertion, fixons une classe fl dans A et un disque
contenant F. Dans D une forme W e fi s'ecrit df. Les valeurs de / a des points
differents de F sont differentes, et nous pouvons ecrire

F = {su ... ,s2g-2},

ou f(Si)-f(Sj) a le meme signe que /—/. Nous designons par p le nombre positif

Soient a i , . . . , ag des classes de Hi{M; Z) pouvant etre representees par g cercles
disjoints dont l'union ne separe pas M. II existe un champ de vecteurs Y a
singularites non degenerees, conjugue au champ dessine sur la figure 1, tel que les

FIGURE 1. Les bords du carre doivent etre identifies deux a deux; les bords horizontaux sont des
orbites de Y.
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liaisons s,s, + i ( l < / < 2 g - 3 ) soient contenues dans D et que les orbites de Y
represented les a, (comme sur la figure 1); toutes les orbites de Y sont compactes,
a l'exception des 4g - 4 liaisons entres selles.

Soit u une forme telle que ?F(u) soit le feuilletage determine par Y, et que la
classe de cohomologie de u dans H1(M;U) soit duale de a^ + .. . + ag (done
entiere). La classe de cohomologie U de u dans HX{M,F;U) est entiere et ne
depend que de la somme a\ +... + ag (et du choix de D).

Si Ton change les classes af en laissant leur somme fixe, on obtient dans la meme
classe U des formes u definissant des feuilletages qui ne sont pas d-conjugues.
Pour determiner lesquelles de ces formes sont transverses a une forme de H, on
utilise le lemme suivant:

LEMME 2. La classe Q.eH1(M,F;U) contient une forme W transverse a u si et
settlement si ft(a,) > 0 pour 1 </' < g - 1 et

Demonstration. Si W existe, revaluation de fi sur chacune des liaisons entre selles
de Y (orientees par Y) a le meme signe, positif d'apres le choix de la numerotation
des 5,. On en deduit les inegalites desirees. Reciproquement, si ces inegalites sont
verifiees, on peut construire, dans un voisinage Y- invariant E de l'ensemble des
liaisons entre selles de Y, une forme fermee WE a singularites non degenerees,
transverse a 3*{u), et definissant dans H1(E,F;U) la meme classe que il. Chaque
composante de M-E est un anneau dans lequel &(u) est un feuilletage produit,
et on peut etendre WE dans ces anneaux en une forme W e fl transverse au. •

Des classes a\,...,ag de H\(M;~L) peuvent etre representees par des cercles
disjoints dont l'union ne separe pas M si et seulement si {au ..., ag} peut etre
complete en une base du Z-module Hi(M; Z) et

a, • ak = 0 pour tous /, k.

(• designe la forme d'intersection.) Nous avons done reduit le theoreme 2 a
l'assertion algebrique suivante:

ASSERTION. // existe dans Hx (M;T) une infinite de g-uplets (a j , . . . ,a'e)isltels que:
(1) la somme a [ +... + a 'g ne depend pas de i;
(2) pour tens i, j,k,on a a)-al

k=0\
(3) pour tout i, on peut completer {a [,..., ag) en une base de Hi(M; Z);
(4) pour tout i, on a fl(aJ)>0 pour l < / < g - l , et

(5) si i ¥" i\ il existe un a) qui n'appartient pas a {a[,... ,a'g}.

II nous reste a montrer cette assertion. Choisissons pour H\{M\ Z) une base
{ei,fi\ l < / < g } telle que les sous-groupes (e,,/;) soient deux a deux orthogonaux
(pour •) et que 1'evaluation de fl sur chaque vecteur de base soit positive. Nous
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cherchons (a[,... ,a'g) sous la forme

a'g = -xfig-i - y,/g-i + eg+ qfg.

(xi et y, sont des entiers relatifs, q est un entier positif independant de /.)
Les conditions (1) et (2) sont automatiquement satisfaites. La condition (3) est

satisfaite pourvu que x, et y, soient premiers entre eux. La condition (4) equivaut
a la double inequation

Puisque fi(/g) est strictement positif, cette inequation est satisfaite par une infinite
de couples (*,-, y,) d'entiers premiers entre eux pourvu que q soit assez grand. D

3. Exemples et questions
(1) Soit Go le groupe des homeomorphismes de M isotopes a l'identite relativement
a F. Fixons fl dans A. Le groupe Go agit sur l'ensemble des feuilletages sans liaison
separante pouvant etre definis par une forme de il, et le quotient est un ensemble
denombrable X{Cl) sur lequel agit le groupe Gi/G0. Le theoreme 2 exprime qu'il
existe une infinite d'orbites (on peut d'autre part montrer que l'action est libre).
Existe-t-il un invariant simple, numerique ou autre, permettant de distinguer ces
orbites?

(2) Soit fie A, et W une forme de fi telle que &{W) ne possede pas de liaison
separante. Soit Q <= M un dodecagone borde alternativement par des morceaux de
feuilles de ZF{W) et des arcs transverses, comme sur la figure 2; les fleches represen-
tent l'orientation transverse determinee par W, et les symboles r, S, r + S designent
la jiiif-mesure des intervalles auxquels ils se rapportent.

Modifions W dans Q, comme indique sur la figure 2, de maniere a obtenir une
forme W cohomologue a W relativement a F. En utilisant la proposition enoncee
plus haut, on peut montrer dans certains cas que &(W) et S'iW) ne sont pas
conjugues. II est vraisemblable qu'en fait &(W) et &{W) ne sont jamais conjugues.

S T + S

T+S S

S r S

S r S

T+S

r+S

FIGURE 2.
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On peut se demander si, etant donnees dans une classe CleA deux formes W\
et W2 telles que &(W\) et &(W2) ne possedent pas de liaison separante, on peut
passer de l'une a l'autre par une isotopie et un nombre fini de modifications comme
ci-dessus. Cette question est reliee a la suivante: considerons dans l'espace MF des
feuilletages mesures de M ([1], [12]) l'ensemble des feuilletages pouvant etre definis
par une forme appartenant a une classe de cohomologie donnee D.eH1(M;U);
cette partie est-elle connexe?

(3) Nous avons utilise dans cet article des classes de cohomologie 'generiques'
Qe A et des classes 'degenerees' U e H1(M, F; Z). Que peut-on dire sur les classes
intermediates? Par exemple, etant donnee une classe tlsH1(M; R) qui n'est pas
un multiple d'une classe entiere, existe-t-il dans fi une forme W telle que 8F(W)
ne possede pas de cycle de feuilles? Si oui, on peut poser une question analogue
pour une classe CleH\M,F; U).

Je suis profondement reconnaissant envers A. Katok pour l'interet qu'il a porte
a ce travail.
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