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Abstract. We show that, under conditions about the microcharacteristic variety of a coherent
D-module, the Cauchy problem is well-posed in the spaces of formal power series with Gevrey
growth.We deduce that the ¢ltration of the Irregularity Sheaf of a holonomic D-module, which
we de¢ned in a previous work, is preserved under inverse image if some rather general geometric
conditions are full¢lled.
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0. Introduction

Soient ðX ;OX Þ une varie¤ te¤ analytique complexe, DX le faisceau des ope¤ rateurs dif-
fe¤ rentiels d’ordre localement ¢ni et Z une sous-varie¤ te¤ non singulie' re de X . Si Z
est non caracte¤ ristique pour un DX -module cohe¤ rent M le DZ-module induit
MZ est cohe¤ rent et le morphisme de Cauchy^Kowalevska

RHomDX ðM;OX ÞjZ ! RHomDZ ðMZ;OZÞ

est un isomorphisme [3]. LorsqueM est holonome il existe une partie localement
¢nie F de X , telle que par tout point de X 	 F il passe au moins une hypersurface
non caracte¤ ristique.
Si Y est une hypersurface de X le comple¤ te¤ formel OX ĵjY est une DX -module a'

gauche et l’on a la formule de dualite¤ [10, 2.2.1.3]:

RHomDX ðRG½Y �ðMÞ;OX Þ ’ RHomDX ðM;OX ĵjY Þ

ou' RG½Y �ðMÞ est le complexe de cohomologie locale alge¤ brique. Le proble' me
de Cauchy pour un module a' valeur dans les fonctions formelles se rame' ne au
proble' me de Cauchy pour son complexe de cohomologie locale alge¤ brique a' valeur
dans les fonctions holomorphes. D’autre part le complexe de cohomologie locale
commute a' l’image inverse. Si bien que si M est un DX -module cohe¤ rent tel que
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son complexe de cohomologie locale est a' cohomologie cohe¤ rente et que Z est une
sous-varie¤ te¤ non caracte¤ ristique pour les deux faisceaux de cohomologie locale le
morphisme de Cauchy^Kowalevska

RHomDX ðM;OX ĵjY ÞjZ ! RHomDZ ðMZ;OZĵjZ\Y Þ

est un isomorphisme. LorsqueM est holonome, les faisceaux de cohomologie locale
sont encore holonomes et il existe donc encore une partie localement ¢nie F 0 de X en
dehors de laquelle passe par tout point au moins une hypersurface non
caracte¤ ristique pour M et RG½Y �ðMÞ.
Par de¤ ¢nition [10], l’irre¤ gularite¤ d’un module holonome M est le complexe des

solutions de M dans le quotient de OX ĵjY par OX , et ce qui pre¤ ce' de montre que
l’irre¤ gularite¤ commute a' l’image inverse par les sous-varie¤ te¤ s non caracte¤ ristiques
pour M et RG½Y �ðMÞ.
Les proble' mes de Cauchy a' valeurs dans les fonctions holomorphes et a' valeurs

dans les fonctions formelles le long d’une hypersurface sont deux cas extre“ mes
des proble' mes de Cauchy a' valeurs dans les fonctions de classe de Gevrey le long
de Y d’ordre r 2 ½1;1�, fonctions avec lesquelles nous avons pu de¤ ¢nir une ¢ltration
de l’irre¤ gularite¤ [9].
Dans cet article nous nous proposons de montrer que le re¤ sultat pre¤ ce¤ dent reste

vrai pout tout r: SiM est un DX module holonome il passe en dehors d’une partie
localement ¢nie de X une hypersurface Z telle que le proble' me de Cauchy a' valeurs
dans les fonctions de classe de Gevrey le long de Y d’ordre r 2 ½1;1� est bien pose¤ ,
i.e. le morphisme

RHomDX ðM;OX jY frgÞjZ ! RHomDZ ðMZ;OZjZ\Y frgÞ

est un isomorphisme pour tout r 2 ½1;1�.
Ce proble' me de Cauchy avait de¤ ja' e¤ te¤ e¤ tudie¤ dans [5], plus exactement on con-

side¤ rait non pas les fonctions de classe de Gevrey mais le proble' me dual avec les
faisceaux de cohomologie locale de classe de Gevrey BY jX frg. On montrait que
le proble' me de Cauchy est bien pose¤ dans le faisceau BY jX frg a' condition de
remplacer la varie¤ te¤ caracte¤ ristique par une varie¤ te¤ ‘frg-microcaracte¤ ristique’ et
de faire un changement de base DX !DX jY frg pour de¤ ¢nir l’image inverse. On
obtenait ainsi un isomorphisme

RHomDX ðM;BY jX frgÞjZ 	!
�

RHomDZjZ\Y frgðMZfrg;BZjZ\Y frgÞ

Le faisceau DX jY frg est un faisceau d’ope¤ rateurs diffe¤ rentiels d’ordre in¢ni a'
coef¢cients dansOX jY frg. Le proble' me est qu’en ge¤ ne¤ ral l’image inverse ne commute
pas a' ce changement de base.
En fait, nous e¤ tudions le proble' me plus ge¤ ne¤ ral de l’image inverse par une appli-

cation j:Z! X transverse a' Y et nous montrons que si M est holonome et si
l’application j est non frg-microcaracte¤ ristique pour tout r, alors on a bien com-

98 YVES LAURENT ET ZOGHMAN MEBKHOUT

https://doi.org/10.1023/A:1014761415793 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1014761415793


mutation entre image inverse et changement de base DX !DX jY frg pour tout r
(corollaire 2.2.3.).
Dans le cas holonome, la condition ‘j est non frg-microcaracte¤ ristique’ ne fait

intervenir qu’un nombre ¢ni de varie¤ te¤ s lagrangiennes lorsque r varie et donc elle
est suf¢samment ge¤ ne¤ rique pour qu’il existe des hypersurfaces non frg-micro-
caracte¤ ristique’ pour tout r en tout point sauf un ensemble localement ¢ni.
Nous utilisons d’une part le proble' me de Cauchy pour les DX jY frg a' valeurs dans

les faisceaux de cohomologie locale de classe de Gevrey BY jX frg [5] et d’autre part
la ¢nitude des pentes [6] en supposant que Y est non singulie' re.
Ce re¤ sultat a pour conse¤ quence que la ¢ltration Gevrey du faisceau d’irre¤ gularite¤

d’un DX -module holonome le long d’une hypersurface [10] commute a' la restriction
assez ge¤ ne¤ rale.
Un autre re¤ sultat important que nous obtenons est que sous les conditions

pre¤ ce¤ dentes, les pentes du module M et celles de son image inverse par j sont
les me“ mes (2.2.9), en fait c’est me“ me le polygone de Newton tel qu’il a e¤ te¤ de¤ ¢ni
dans [9] qui est conserve¤ .

1. Proble' me de Cauchy dans les espaces de type Gevrey

1.1. VARIEŁ TEŁ S MICROCARACTEŁ RISTIQUES (RAPPELS)

(Les varie¤ te¤ s microcaracte¤ ristiques et les ‘pentes’ d’un DX -module ont e¤ te¤ de¤ ¢nies
dans [5] et [6]. Ces de¤ ¢nitions ont e¤ te¤ reprises dans [9] et nous donnons ici seulement
un re¤ sume¤ tre' s rapide.)
Dans tout le chapitre, on conside' re une varie¤ te¤ analytique complexe X de

dimension n et une sous-varie¤ te¤ lisse Y de X . On note L ¼ T�YX le ¢bre¤ conormal
a' Y dansX et T�L le ¢bre¤ cotangent a' L,OT�L le faisceau des fonctions holomorphes
sur T�L et O½T�L� le sous-faisceau de OT�L des fonctions qui sont polynomiales dans
les ¢bres de p:T�L! Y .
Le faisceau DX jY des ope¤ rateurs diffe¤ rentiels a' coef¢cients holomorphes de¤ ¢nis au

voisinage de Y est muni de deux ¢ltrations canoniques. La premie' re est la ¢ltration
usuelle par l’ordre des ope¤ rateurs que nous noterons ðDX ;mÞmX 0 et la seconde
est de¤ ¢nie [4] par:

VkDX ¼ fP 2 DXjY =8j 2 Z; PI jY � I
j	k
Y g

ou' IY est l’ide¤ al de de¤ ¢nition de Y et I jY ¼ OX si jW 0.
Si r est un nombre rationnel strictement supe¤ rieur a' 1 d’e¤ criture irre¤ ductible

r ¼ p=q avec p > q > 1, on de¤ ¢nit les ¢ltrations Fr:

Fk
r DX ¼

X
ðp	qÞmþqn¼k

DX ;n \ VmDX ð1:1:1Þ
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Pour tout r > 1, le gradue¤ associe¤ grFrDX est isomorphe au faisceau d’anneaux
p�O½T�L� [6]. Pour r ¼ 1, on pose encore Fk

1DX ¼ DX ;k et pour r ¼ 1, Fk
1DX ¼

VkDX (mais dans ces deux cas le gradue¤ n’est plus le me“ me).
Soit ðx1; . . . ; xn	p; t1; . . . ; tpÞ un syste' me de coordonne¤ es locales de X tel que

Y ¼ fðx; tÞ 2 X j t ¼ 0g et L ¼ fðx; t; x; tÞ 2 T�X j t ¼ 0; x ¼ 0g:

On note ðx; t; x�; t�Þ les coordonne¤ es correspondantes de T�L. Dans un tel syste' me
de coordonne¤ es un ope¤ rateur P 2 DXjY s’e¤ crit:

Pðx; t;Dx;DtÞ ¼
X

paklðxÞtlDk
t D

a
x

et il est dans FN
r DX si et seulement si pðk	 lÞ þ qðjaj þ lÞWN quand pakl 6� 0.

Alors la fonction

srðPÞ ¼
X

pðk	lÞþqðjaþljÞ¼N

paklðxÞðt�Þ
l
ð	tÞkðx�Þa

est bien de¤ ¢nie sur T�L (i.e. est inde¤ pendante des coordonne¤ es locales) et
l’isomorphisme entre grFrDX et p�O½T�L� est donne¤ par les fonctions srðPÞ.
La fonction srðPÞ est bihomoge' ne (i.e. homoge' ne en ðx�; t�Þ et en ðx�; tÞ, sauf pour

un nombre ¢ni de valeurs de r, les pentes du polygone de Newton de P. Entre deux
pentes, la fonction srðPÞ ne de¤ pend pas de r.
SoitM un DX -module cohe¤ rent de¤ ¢ni au voisinage de Y . Une bonne Fr-¢ltration

deM est, par de¤ ¢nition, une ¢ltration surM compatible avec la ¢ltration FrDX et
localement de type ¢ni. On montre dans [6] que le gradue¤ associe¤ a' une bonne
Fr-¢ltration est un grFrDX ¼ p�O½T�L� module cohe¤ rent qui de¤ ¢nit un cycle
analytique eSSLðrÞðMÞ sur T�L.
Ce cycle est inde¤ pendant du choix de la bonne ¢ltration, c’est le cycle

microcaracte¤ ristique de type ðrÞ deM, son support SLðrÞðMÞ est la varie¤ te¤ micro-
caracte¤ ristique.
Cette varie¤ te¤ microcaracte¤ ristique est r-homoge' ne c’est-a' -dire invariante par

l’action de C
� sur T�L qui s’e¤ crit en coordonne¤ es

HrðlÞ: ðx; t; x�; t�Þ ! ðx; l
pt; lqx�; lq	pt�Þ ð1:1:2Þ

Ces cycles sont en nombre ¢ni pour un module donne¤ :

THEŁ OREØ ME 1.1.1 [6, the¤ ore' me 3.4.1]. Soit M un DX-module cohe¤ rent de¤ ¢ni au
voisinage de Y. Il existe (localement sur Y) une suite ¢nie de rationnels
r0 ¼ 1 < r1 < � � � < rN < rNþ1 ¼ þ1 telle que SLðrÞðMÞ soit inde¤ pendant de r dans
chacun des intervalles ouverts �ri; riþ1½.

Si la varie¤ te¤ SLðrÞðMÞ est inde¤ pendante de r sur un intervalle, elle est r-homoge' ne
pour tout r. Dans ce cas on dit qu’elle est bihomoge' ne. Inversement on montre dans
[7] que si SLðr0ÞðMÞ est bihomoge' ne alors SLðrÞðMÞ est inde¤ pendant de r au
voisinage de r0.
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Il y a donc deux familles ¢nies distinctes de varie¤ te¤ s microcaracte¤ ristiques, celles
qui correspondent a' l’un des nombres r1; . . . ; rN , elles sont ri-homoge' ne pour la pente
ri correspondante, et celles qui correspondent a' un intervalle entre deux pentes et
sont bihomoge' nes.

DEŁ FINITION 1.1.2. Pour tout nombre rationnel r > 1 on de¤ ¢nit IY ðrÞðMÞ comme
l’adhe¤ rence dans Y de la projection par T�L! Y de la re¤ union des composantes
irre¤ ductibles non bihomoge' nes de SLðrÞðMÞ.
On dit que r est une pente de M en y 2 Y si y 2 IY ðrÞðMÞ.

Pour simpli¢er les e¤ nonce¤ s, on e¤ tend cette de¤ ¢nition aux nombres re¤ els en posant
qu’un re¤ el non rationnel n’est jamais une pente. D’autre part on conside' re toujours
que 1 et þ1 sont des pentes.
Puisque le nombre de pentes est ¢ni, pour tout r il existe e0 tel qu’il n’y ait pas de

pentes dans les intervalles �r	 e0; r½ et �r; rþ e0½. On pose fChChLfrgðMÞ
¼ eSSLðrþeÞðMÞ et fChChLðrÞðMÞ ¼ eSSLðr	eÞðMÞ pour e > 0 assez petit. On de¤ ¢nit encore
les varie¤ te¤ s correspondant a' ces cycles ChLðrÞðMÞ et ChLfrgðMÞ.
Si r n’est pas une pente, les varie¤ te¤ s SLðrÞðMÞ, ChLðrÞðMÞ et ChLfrgðMÞ sont con-

fondues. Si r est une peute, on peut montrer [6] que ChLfrgðMÞ est le co“ ne tangent
a' SLðrÞðMÞ le long de la section nulle de T�L tandis que ChLðrÞðMÞ s’obtient comme
le co“ ne tangent a' l’in¢ni (cf [9] pour un e¤ nonce¤ plus pre¤ cis).
On montre [6, Propositions 3.5.2. et 3.5.3] que toutes les varie¤ te¤ s microcaracte¤ -

ristiques SLðrÞðMÞ et donc ChLðrÞðMÞ et ChLfrgðMÞ sont involutives dans T�L.
De plus, siM est un module holonome elles sont lagrangiennes [6, Corollaire 4.1.2].
Les varie¤ te¤ s ChLðrÞðMÞ etChLfrgðMÞ sont toujours bihomoge' nes et en particulier

sont homoge' nes dans les ¢bres de T�L! L et ont donc des proprie¤ te¤ s ge¤ ome¤ triques
analogues a' celles des varie¤ te¤ s caracte¤ ristiques. Par contre cela n’est pas vrai pour les
varie¤ te¤ s SLðrÞðMÞ quand r est une pente.

1.2. OPEŁ RATEURS DIFFEŁ RENTIELS D’ORDRE INFINI

Comme nous l’avons annonce¤ dans l’introduction, nous allons utiliser les images
inverses de D-modules qui de¤ pendent de l’indice de croissance r de [5] pour ensuite
e¤ liminer cette de¤ pendance. Ces images inverses se de¤ ¢nissent a' partir de faisceaux
d’ope¤ rateurs diffe¤ rentiels d’ordre in¢ni particuliers dont nous allons rappeler la
de¤ ¢nition.
Le faisceau DXjY des ope¤ rateurs diffe¤ rentiels de¤ ¢nis au voisinage de la varie¤ te¤ Y

est muni de la V -¢ltration. Son comple¤ te¤ pour cette ¢ltration est note¤ dans [8]bDDX jY , ici nous le noterons pluto“ t DX jY f1g. Dans les coordonne¤ es locales ðx; tÞ con-
side¤ re¤ es plus haut, une section de DX jY f1g sur un ouvert U de Y s’e¤ crit de manie' re
unique comme une se¤ rie formelle

Pðx; t;Dx;DtÞ ¼
X

ða;b;gÞ2Nn	p
�Np
�Np

pa;b;gðxÞtgDa
xD

b
t ð1:2:1Þ
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ou' pa;b;g est holomorphe sur U et ou' , pour chaque k, la somme pour jbj 	 jgj ¼ k est
¢nie.
Soit r un nombre rationnel supe¤ rieur ou e¤ gal a' 1 d’e¤ criture irre¤ ductible r ¼ p=q. Le

faisceau DX jY frg est le sous-faisceau de DX jY f1g dont les sections sur un ouvert U
sont les sections de DX jY f1g qui ve¤ ri¢ent:

(1) 9N 2N, pðjbj 	 jgjÞ þ qðjaj þ jgjÞ > N ) pa;b;g � 0
(2) 8KYU , 9C0 > 0;C1 > 0,

sup
x2K
jpa;b;gðxÞjWC0C

jgj
1
ðjgj!Þr	1

ðjbj!Þrjaj!

Le faisceau DX jY frg est muni de la ¢ltration ðFN
r DX jY frgÞN2Z ou' F

N
r DX jY frg est le

sous-faisceau des sections qui ve¤ ri¢ent (1) pour N ¢xe¤ .
Il est assez facile de montrer directement que ces de¤ ¢nitions ne de¤ pendent pas du

choix des coordonne¤ es locales, mais pour e¤ tudier les proprie¤ te¤ s de ces faisceaux,
il est pre¤ fe¤ rable de les conside¤ rer comme un cas particulier des constructions de [5].
Dans [5] (voir aussi [6]), on a de¤ ¢ni une famille E2Lðr; sÞ de faisceaux sur T

�L (les
ope¤ rateurs ‘2-microdiffe¤ rentiels’) puis la famille D2Lðr; sÞ de faisceaux sur L par
restriction a' la section nulle de L de T�L, c’est-a' -dire D2Lðr; sÞ ¼ E

2
Lðr; sÞ jL. La

restriction a' la section nulle Y de L du faisceau D2Lðr; sÞ ne de¤ pend pas de r et
on a DX jY frg ¼ D2Lðr; rÞ jY .
On a en particulier DX jY f1g ¼ DXjY et, d’apre' s [5], si rX sX 1 le faisceau

d’anneaux DX jY frg est plat sur DX jY fsg.
La ¢ltration V est bien de¤ ¢nie sur DX jY f1g donc sur DX jY frg pour tout r. A partir

de cette ¢ltration et de la ¢ltration Fr on peut e¤ tendre a' DX jY frg la ¢ltration Fs si sX r
par une formule analogue a' (1.1.1). On peut aussi remarquer que la famille DX jY frg
est croissante en r et de¤ ¢nir la ¢ltration de la manie' re suivante:

FN
s DX jY frg ¼ FN

s DX jY fsg \ DX jY frg:

Les de¤ ¢nitions du paragraphe 1.1 s’e¤ tendent a' DX jY frg a' condition de se restreindre
a' l’intervalle �r;1�. Plus pre¤ cise¤ ment, le gradue¤ associe¤ a' la ¢ltration Fs est
isomorphe a' p�O½T�L� muni de la graduation correspondante, il ne de¤ pend pas de
r. Par contre, pour s ¼ r il s’identi¢e au faisceau des fonctions qui s’e¤ crivent en
coordonne¤ es locales comme des sommes ¢nies de se¤ ries:X

pðjbj	jgjÞþqðjajþjgjÞ¼N

pa;b;gðxÞð	t�Þ
g
ðx�Þatb

avec supK jpa;b;gj < C0C
jgj
1 .

Ces se¤ ries sont convergentes dans un domaine

jt�j jx�jr	1 < C; jt�jrjtjr	1 < C ð1:2:2Þ

c’est-a' -dire dans un voisinage de Y conique pourHr et le gradue¤ s’identi¢e donc a' un
sous-faisceau de OT�LjY .

102 YVES LAURENT ET ZOGHMAN MEBKHOUT

https://doi.org/10.1023/A:1014761415793 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1014761415793


Ce fait est a' rapprocher du cas r ¼ 1 ou' F1 est la ¢ltration usuelle par l’ordre des
ope¤ rateurs et ou' le gradue¤ associe¤ est le faisceau des fonctions holomorphes sur
T�X polynomiales dans les ¢bres et de¤ ¢nies au voisinage de Y .
D’apre' s [5], ces ¢ltrations sont ‘noethe¤ riennes’ comme dans le cas de DX et donc si
M est un DX jY frg-module cohe¤ rent muni d’une bonne Fs-¢ltration, le gradue¤ associe¤
est un O½T�L�-module cohe¤ rent si s > r et un OT�L-module cohe¤ rent de¤ ¢ni sur un
domaine du type 1.2.2 si r ¼ s. Le cycle analytique associe¤ a' ce gradue¤ est
inde¤ pendant du choix de la bonne ¢ltration. Pour s > r on le note encoreeSSLðsÞðMÞ tandis que pour s ¼ r on a seulement un germe de varie¤ te¤ sur Y que l’on
note eSS0LðsÞðMÞ.
LEMME 1.2.1. Si s > r0X r et siM est un DX jY frg-module cohe¤ rent, on a:

eSSLðsÞðDX jY fr0g "DX jY frg MÞ ¼
eSSLðsÞðMÞeSS0LðsÞðDX jY fsg "DX jY frg MÞ ¼
�eSSLðsÞðMÞ

�
jY

ou' ðSÞjY de¤ signe le germe de la varie¤ te¤ S sur Y.
De¤ monstration. Par re¤ currence sur le nombre de ge¤ ne¤ rateurs deM, on se rame' ne

au cas d’un module a' un seul ge¤ ne¤ rateur, c’est-a' -dire au quotient de DX jY frg par
un ide¤ al cohe¤ rent I . Il suf¢t dans ce cas de montrer que:

grFs DX jY fr0gI
� �

¼ grFs DX jY fr0g
� �

grFs Ið Þ

Supposons tout d’abord s > r0, on a grFs DX jY fr0gÞ ¼ grFs DX jY frgÞ
��

et on applique
le lemme 2.6.0. de [5].
Si s ¼ r0, on conside' re le faisceau DX jY ðsÞ qui en coordonne¤ es est le sous-faisceau

de DX jY fsg des ope¤ rateurs tels que si s ¼ p=q et

Pðx; t;Dx;DtÞ ¼
X

ða;b;gÞ2Nn	p
�Np
�Np

pa;b;gðxÞtgDa
xD

b
t ð1:2:3Þ

alors pour pðjbj 	 jgjÞ þ qðjaj þ jgjÞ ¢xe¤ , il y ait un nombre ¢ni de pa;b;g non nuls.
On a grFs DX jY ðsÞ

� �
¼ grFs DX jY frgÞ

�
donc en appliquant a' nouveau le lemme 2.6.0.

de [5] on obtient

grFs DX jY ðsÞI
� �

¼ grFs DX jY ðsÞ
� �

grFs Ið Þ

D’autre part la ¢ltration Fs est zariskienne au sens de [13] sur DX jY ðsÞ et DX jY fsg
d’apre' s le the¤ ore' me 2.5.1. de [5] donc

grFs DX jY fsgJ
� �

¼ grFs DX jY fsg
� �

grFs Jð Þ

pour tout ide¤ al cohe¤ rent J de DX jY ðsÞ ð½1�Þ: &

Lorsque s > r, on peut de¤ ¢nir les cycles fChChLðsÞðMÞ et fChChLfsgðMÞ pour un
DX jY frg-module comme on l’a fait pour les DX -modules en posant
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fChChLfsgðMÞ ¼ eSSLðsþeÞðMÞ et fChChLðsÞðMÞ ¼ eSSLðs	eÞðMÞ pour e > 0 assez petit. Lorsque
r ¼ s, la me“ me formule de¤ ¢nit fChChLfsgðMÞ mais e¤ videmment fChChLðsÞðMÞ n’est pas
de¤ ¢ni.
Le the¤ ore' me 1.1.1 est encore vrai lorsqu’on se limite a' l’intervalle �r;1� et les

varie¤ te¤ s SLðsÞðMÞ;ChLðsÞðMÞ etChLfsgðMÞ supports des cycles correspondants sont
involutives et me“ me lagrangiennes quandM est holonome. Ces re¤ sultats se montrent
exactement comme les re¤ sultats analogues pour les DX -modules dans [6].
Le cycle fChChLfsgðMÞ est le co“ ne tangent le long de L a' eSSLðsÞðMÞ ou' a' eSS0LðsÞðMÞ.

(Remarquons que ce co“ ne tangent ne de¤ pend que des composantes irre¤ ductibles
de eSSLðsÞðMÞ qui rencontrent Y et qu’il peut donc se calculer a' partir de eSS0LðsÞðMÞ).
1.3. IMAGE INVERSE D’UN MODULE

On conside' re une sous-varie¤ te¤ Z de X transverse a' Y . Alors T�Y\ZZ ’ ðT
�
YX Þ

�Y ðZ \ Y Þ est une sous-varie¤ te¤ lisse de L ¼ T�YX que nous noterons L0. Le
plongement L0,!L de¤ ¢nit les morphismes:

T�L0  	
R
ðT�LÞ �L L0 	!

$
T�L:

On peut choisir des coordonne¤ es locales ðx0; x00; tÞ deX telles queY soit donne¤ e par
l’e¤ quation ft ¼ 0g et Z par fx0 ¼ 0g. On a alors

L0 ¼ fðx0; x00; tÞ 2 L j x0 ¼ 0g; ð1:3:1Þ

T�L0L ¼ fðx
0; x00; t; x0�; x00�; t�Þ 2 T�L j x0 ¼ 0; x00� ¼ 0; t� ¼ 0g ð1:3:2Þ

et R et $ sont donne¤ es par:

Rðx00; t; x0�; x00�; t�Þ ¼ ðx00; t; x00�; t�Þ; ð1:3:3Þ

$ðx00; t; x0�; x00�; t�Þ ¼ ð0; x00; t; x0�; x00�; t�Þ: ð1:3:4Þ

Plus ge¤ ne¤ ralement, on peut conside¤ rer une varie¤ te¤ analytique complexe Z et une
application analytique j:Z! X . Le ¢bre¤ conormal a' j, que l’on note T�ZX , est
le noyau de ðT�X Þ �X Z! T�Z. Nous supposerons ici que j est transverse a'
Y , c’est-a' -dire que T�ZX \ ðT

�
YX Þ �X Z ¼ f0g. On pose alors Y 0 ¼ j	1ðY Þ et il y

a un isomorphisme T�Y 0X ’ ðT
�
YX Þ �Y Y 0. On note L0 ce ¢bre¤ et l’application

L0 ! L de¤ ¢nit les morphismes R et $ comme pre¤ ce¤ demment.

DEŁ FINITION 1.3.1. Le morphisme j est non frg-microcaracte¤ ristique (resp. ðrÞ-)
pour M le long de Y si l’intersection de ChLfrgðMÞ (resp. ChLðrÞðMÞ) et de
T�L0L est contenue dans la section nulle de T�L.
Les varie¤ te¤ s conside¤ re¤ es e¤ tant homoge' nes dans les ¢bres de T�L, cette de¤ ¢nition

est, comme dans le cas des varie¤ te¤ s caracte¤ ristiques, e¤ quivalente a' la ¢nitude du
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morphisme R sur $	1ChLfrgðMÞ ou $	1ChLðrÞðMÞ. Lorsque j est le plongement
d’une sous-varie¤ te¤ Z de X , on dit encore que Z est non microcaracte¤ ristique.
L’image inverse d’un DX -module cohe¤ rent M par j est, par de¤ ¢nition, l’image

inverse au sens des OX -modules c’est-a' -dire:

j�M ¼ OZ "j	1OX
j	1M:

Elle est munie canoniquement d’une structure de DZ-module et si j n’est pas carac-
te¤ ristique, j�M est un DZ-module cohe¤ rent. De manie' re analogue, on pose:

DEŁ FINITION 1.3.2.

j�Mfrg ¼ OZ "j	1OX
j	1 DX jY frg "DX M

� �
Par de¤ ¢nition, on a j�Mf1g ¼ j�M. Le faisceau j�Mfrg est muni canoniquement

d’une structure de DZjY 0 frg-module et on a [5, the¤ ore' me 2.10.4]:

PROPOSITION 1.3.3. Si Z est non frg-microcaracte¤ ristique pour M, le faisceau
j�Mfrg est un DZjY 0 frg-module cohe¤ rent.

Ce re¤ sultat se de¤ montre a' l’aide de the¤ ore' mes du type ‘pre¤ paration de Weierstrass’
et ‘division’ comme dans le cas des modules microdiffe¤ rentiels. Dans la suite, nous
aurons a' nouveau besoin de ces the¤ ore' mes que nous transcrivons ci-dessous pour
les ope¤ rateurs de DX jY frg en deux lemmes.

LEMME 1.3.4. Si Z ¼ fðx; tÞ 2 X j x1 ¼ 0g est non frg-microcaracte¤ ristique pour le
module DX=DXP, on a un isomorphisme:

DX jY frg
�
DX jY frgP

¼
DX jY frg

�
DX jY frgQ

ou' Q est un ope¤ rateur de DX jY frg de type Weierstrass en Dx1 c’est-a' -dire de la forme:

Qðx; t;Dx;DtÞ ¼ Dm
x1 þ

Xm	1
k¼0

Qkðx; t;Dx00 ;DtÞDk
x1 :

Dans cette formule, l’ope¤ rateur Qk ne de¤ pend pas de Dx1 (i.e. commute avec x1) et
l’ordre de Qkðx; t;Dx00 ;DtÞDk

x1 pour la Fr-¢ltration est infe¤ rieur ou e¤ gal a' celui de Dm
x1 .

Si r0 est la premie' re pente de P supe¤ rieure a' r, (donc ssðPÞ est inde¤ pendant de
s 2�r; r0½), alors pour tout s 2 ½r; r0½, tout ope¤ rateur S de DX jY ðsÞ s’e¤ crit de manie' re
unique S ¼ UP þ R avec

Rðx; t;Dx;DtÞ ¼
Xm	1
k¼0

Rkðx; t;Dx00 ;DtÞDk
x1
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et l’ordre de UP et de chaque RkDk
x1 pour la Fr0-¢ltration (r0 2 ½r; s�) est infe¤ rieur ou

e¤ gal a' celui de S.

LEMME 1.3.5 On suppose que Z ¼ fðx; tÞ 2 X j x1 ¼ 0g est non ðrÞ-microcaracte¤ -
ristique pour le module DX=DXP et on note r1 est la premie' re pente de P infe¤ rieure
a' r, (donc ssðPÞ est inde¤ pendant de s 2�r1; r½). Alors, pour tout s 2 ½r1; r½, on a un
isomorphisme:

DX jY fsg
�
DX jY fsgP

¼
DX jY fsg

�
DX jY fsgQ

ou' Q est un ope¤ rateur de DX jY fsg de type Weierstrass en Dx1 c’est-a' -dire de la forme:

Qðx; t;Dx;DtÞ ¼ Dm
x1 þ

Xm	1
k¼0

Qkðx; t;Dx00 ;DtÞDk
x1

Dans cette formule, l’ope¤ rateur Qk ne de¤ pend pas de Dx1 (i.e. commute avec x1) et
l’ordre de Qkðx; t;Dx0 ;DtÞDk

x1 pour la Fs-¢ltration est infe¤ rieur ou e¤ gal a' celui de Dm
x1 .

Pour tout s 2 ½r1; r½, tout ope¤ rateur S de DX jY ðsÞ s’e¤ crit de manie' re unique
S ¼ UP þ R avec:

Rðx; t;Dx;DtÞ ¼
Xm	1
k¼0

Rkðx; t;Dx00 ;DtÞDk
x1

et l’ordre de UP et de chaque RkDk
x1 pour la Fr0-¢ltration (r0 2 ½s; r�) est infe¤ rieur ou

e¤ gal a' celui de S.
De¤ monstration. Ces deux lemmes sont des conse¤ quences directes des

the¤ ore' mes 2.7.1 et 2.7.2 de [5]. Il suf¢t de remarquer que si P n’a pas de pentes dans
l’intervalle �r; r0½, si r < s < r0 < r0, la fonction ssðPÞ que nous avons de¤ ¢nie dans
le paragraphe 1.1 est e¤ gale a' la fonction sðr0; rÞðPÞ de¤ ¢nie dans [5]. Si Z est non
frg-microcaracte¤ ristique pour P, cette fonction ve¤ ri¢e les hypothe' ses du the¤ ore' me
de pre¤ paration de Weierstrass en x�1 et les deux the¤ ore' mes pre¤ cite¤ s s’appliquent.
Il reste a' remarquer que, par de¤ ¢nition, on a DX jY frg ¼ D2Lðr;rÞ jY pour obtenir le
premier lemme.
Le deuxie' me lemme est analogue mais une hypothe' se du type ‘non ðrÞ-micro-

caracte¤ ristique’ induit des re¤ sultats sur la fonction sðr; sÞðPÞ pour s > r donc un
the¤ ore' me de pre¤ paration dans D2Lðr;sÞ c’est-a' -dire dans DX jY fsg et non dans
DX jY frg. &

1.4. PROBLEØ ME DE CAUCHY

De me“ me que le module j�M sert a' de¤ ¢nir le proble' me de Cauchy pour les fonctions
holomorphes, le faisceau j�Mfrg de¤ ¢nit un proble' me de Cauchy pour les faisceaux
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OX jY frg (comple¤ te¤ formel deOX le long de Y a' croissance Gevrey) et les faisceaux de
cohomologie BY jX frg.
Supposons tout d’abord que Y est une hypersurface et notons j le plongement

X 	 Y ,!X . Le faisceau des hyperfonctions holomorphes de [12] est le faisceau
de cohomologie de OX a' support dans Y , c’est-a' -dire B1Y jX ¼ H

1
Y ðOX Þ ¼

j�j	1OX=OX , quotient du faisceau des fonctions ayant une singularite¤ sur Y par celui
des fonctions holomorphes. Si on remplace les fonctions a' singularite¤ s essentielles
par le faisceauOX ½�Y � des fonctions me¤ romorphes a' po“ les sur Y on obtient le faisceau
de cohomologie alge¤ brique BY jX ¼ H1½Y �ðOX Þ ¼ OX ½�Y �=OX .
Pour tout re¤ el r > 1, on de¤ signe ([6, 9]) par BY jX ðrÞ le sous-faisceau de B1Y jX image

des fonctions de j�j	1OX qui sont majore¤ es par une fonction C0 expðCjtj 	1r	1Þ ou'
C et C0 sont des constantes positives et t une e¤ quation de Y . De me“ me, BY jX frg
est l’image des fonctions qui, pour tout e > 0, sont majore¤ es par une fonction
Ce expðejtj 	1r	1Þ.
Lorsque Y est une sous-varie¤ te¤ de X de codimension d, on pose encore, suivant

[12], B1Y jX ¼ H
d
Y ðOX Þ et BY jX ¼ Hd

½Y �ðOX Þ. Si Y est l’intersection de d hypersurfaces
Ti d’e¤ quations fti ¼ 0g, B1X jY est le quotient du faisceau des fonctions holomorphes
de¤ ¢nies en dehors de la re¤ union des hypersurfaces Ti par celui des fonctions
holomorphes en dehors d’une re¤ union de d 	 1 hypersurfaces Ti. Le faisceau
BY jX est donne¤ par les fonctions me¤ romorphes et les faisceaux BY jX ðrÞ et BY jX frg
par les fonctions a' croissance de type C0 expðCjt1 � � � td j 	1r	1Þ ou Ce expðejt1 � � � td j 	1r	1Þ.
Dans un syste' me de coordonne¤ es locales ðx1; . . . ; xp; t1; . . . ; tdÞ de X pour lequel

Y ¼ fðx; tÞ 2 X j t ¼ 0g, un e¤ le¤ ment de B1Y jX est repre¤ sente¤ de manie' re unique par
un de¤ veloppement de Laurent:

f ðx; tÞ ¼
X

a1<0;...;ad<0

aaðxÞta

Les e¤ le¤ ments de BY jX correspondent aux sommes ¢nies et les e¤ le¤ ments de BY jX ðrÞ
de¤ ¢nis sur un ouvert U de Y sont ceux qui ve¤ ri¢ent:

8KYU; 9C0 > 0;C1 > 0; 8x 2 K; 8a; jaaðxÞj < C0C
jaj
1

1

ðjaj!Þr	1

tandis que pour BY jX frg la majoration devient

8KYU; 8e > 0; 9Ce > 0; 8x 2 K; 8a; jaaðxÞj < Ceejaj
1

ðjaj!Þr	1

On note encore B1Y jX ¼ BY jX et BY jX f1g ¼ B1Y jX . On obtient ainsi une famille de
DX -modules de¤ croissante en rX 1:

BY jX � BY jX frg � BY jX ðrÞ � B1Y jX
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On peut ve¤ ri¢er par un calcul direct que BY jX frg est un DX jY fsg-module pour sW r
et que BY jX ðrÞ est un DX jY fsg-module pour s < r. Le re¤ sultat suivant a e¤ te¤ de¤ montre¤
dans [5, Corollaire 3.2.4]:

PROPOSITION 1.4.1. Si j est non frg-microcaracte¤ ristique pour M, on a un
isomorphisme canonique:

j	1RHomDX ðM;BY jX frgÞ 	!
�

RHomDZjY 0 frgðj
�Mfrg;BY 0jZfrgÞ

et si j est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique pourM, on a un isomorphisme canonique:

j	1RHomDX ðM;BY jX ðrÞÞ 	!
�

RHomDZjY 0 fDgðj
�Mfsg;BY 0 jZðrÞÞ

pour s < r assez proche de r.

Le point de vue dual consiste a' regarder le comple¤ te¤ formel du faisceau des
fonctions holomorphes le long de Y que l’on notera OX ĵjY . Dans les coordonne¤ es
locales ðx; tÞ, une section de OX ĵjY sur un ouvert U de Y est une se¤ rie formelle:

f ðx; tÞ ¼
X
a2Nd

aaðxÞta

de fonctions aaðxÞ holomorphes sur U .
On de¤ ¢nit alors OX jY frg comme le sous-faisceau des se¤ ries qui satisfont:

8KYU; 9C0 > 0;C1 > 0; 8x 2 K; 8a; jaaðxÞj < C0C
jaj
1 ðjaj!Þ

r	1

Il est imme¤ diat que OX jY frg est le quotient de DX jY frg par l’ide¤ al engendre¤ par les
champs de vecteurs, c’est-a' -dire:

OX jY frg ¼ DX jY frg "DX jY OXjY

Comme dans le cas de la cohomologie, le proble' me de Cauchy est bien pose¤ en
utilisant les images inverses de type ðrÞ:

PROPOSITION 1.4.2. Si j est non frg-microcaracte¤ ristique pour M, on a un
isomorphisme canonique:

j	1RHomDX ðM;OX jY frgÞ 	!
�

RHomDZjY 0 frgðj
�Mfrg;OZjY 0 frgÞ

De¤ monstration. Ce re¤ sultat pourrait sans doute e“ tre obtenu par dualite¤ a' partir du
pre¤ ce¤ dent, il est plus simple de le de¤ montrer directement. La premie' re e¤ tape consiste
a' se ramener au cas d’une hypersurface Z de X et d’un module de la forme DX=DXP.
La me¤ thode est standard, voir par exemple [3, th 2.4.6] ou [2, th 2.7.4].
Dans le cas d’un seul ope¤ rateur, on peut utiliser la me¤ thode de [13, th 3.1.1]. Les

deux ingre¤ dients sont un the¤ ore' me de division, le lemme 1.3.4, et un the¤ ore' me
de Cauchy abstrait [13, th 3.2.1]. La norme formelle de Boutet de Monvel doit e“ tre
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remplace¤ e par la norme Nðr;sÞ de¤ ¢nie en [5, De¤ f 2.4.3] et qui est adapte¤ e a' DX jY frg.
Comme cette norme est assez complique¤ e, on peut aussi montrer par un calcul direct
que les ope¤ rateurs de DX jY frg ope' rent continu“ ment sur OX jY frg. &

Dans les propositions 1.4.1 et 1.4.2, on utilise l’image inverse j�Mfrg qui de¤ pend
de r et dans la suite nous allons nous efforcer d’e¤ liminer cette de¤ pendance et nous
montrerons que sous certaines conditions on peut remplacer ce module par l’image
inverse usuelle j�M. Il faut remarquer cependant que en ge¤ ne¤ ral le module
j�Mfrg de¤ pend effectivement de r.

2. Image inverse et pentes d’un D-module

2.1. LE CAS D’UN MODULE COHEŁ RENT QUELCONQUE

On reprend les notations pre¤ ce¤ dentes, c’est-a' -dire que l’on conside' re une sous-varie¤ te¤
lisse Y de X et une application j:Z! X transverse a' Y . On note Y 0 ¼ j	1ðY Þ.
EŁ tant donne¤ s deux indices r < s, on a toujours un morphisme canonique de
DZjY 0 fsg-modules:

DZjY 0 fsg "DZjY 0 frg j
�Mfrg 	!j�Mfsg ð2:1:1Þ

On dira que j�Mfrg ‘ne de¤ pend pas de r 2 ½a; b�’ si ce morphisme est un
isomorphisme pour r et s dans l’intervalle ½a; b�. C’est un abus de langage justi¢e¤
par le fait que dans ce cas j�Mfrg et j�Mfsg ont me“ mes solutions dans un
DZjY 0 fsg-module et me“ mes cycles microcaracte¤ ristiques (lemme 1.2.1).
Le premier re¤ sultat est que l’inde¤ pendance de r est satisfaite tant que l’on ne

franchit pas de pente. Cela implique en particulier que le nombre de sauts est ¢ni
(localement sur Y ). Auparavant, nous allons montrer deux lemmes qui permettront
de se re¤ duire au cas d’un seul ope¤ rateur.

LEMME 2.1.1. Si j est un morphisme lisse, alors le morphisme (2.1.1) est un
isomorphisme pour tout ðr; sÞ.

De¤ monstration. Il suf¢t de montrer le re¤ sultat pour M¼ DX . D’apre' s [5,
lemme 2.10.2], si j est lisse, j�DX jY frg est cohe¤ rent sur DZjY 0 frg pour tout r et
on a:

j�DX jY frg ¼ DZjY 0 frg "DZ DZ!X

d’ou' le re¤ sultat. &

LEMME 2.1.2. Soit Z une hypersurface de X non frg-microcaracte¤ ristique pour le
DX-module cohe¤ rent M, il existe (localement) un morphisme surjectif L !M
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ou' L est une somme directe:

L ¼
MN
i¼1

DX DXPi=

telle que Z est non frg-microcaracte¤ ristique pour chaque DX DXPi= .
De¤ monstration. La de¤ monstration est la me“ me que dans le cas des varie¤ te¤ s

caracte¤ ristiques (cf [2] par exemple):
Puisque Z est une hypersurface, le ¢bre¤ T�L0L qui intervient dans la de¤ ¢nition 1.3.1

est un ¢bre¤ en droite et par homoge¤ ne¤ ite¤ pour queZ soit non frg-microcaracte¤ ristique
pourM il suf¢t qu’un point non nul de cette droite ne se trouve pas dans ChLfrgðMÞ.
Si u est une section deM, la varie¤ te¤ frg-microcaracte¤ ristique de DXu est contenue
dans celle deM doncZ est non frg-microcaracte¤ ristique pourDXu. Comme la varie¤ te¤
frg-microcaracte¤ ristique de DXu est e¤ gale a' l’intersection des varie¤ te¤ s micro-
caracte¤ ristiques des ope¤ rateurs qui annulent u, il existe un ope¤ rateur P qui annule
u et qui n’est pas frg-microcaracte¤ ristique.
On obtient le lemme en conside¤ rant localement une famille ¢nie u1; . . . ; uN de

ge¤ ne¤ rateurs de M et pour chaque i un ope¤ rateur Pi qui annule ui et n’est pas
frg-microcaracte¤ ristique. &

PROPOSITION 2.1.3. SiM n’a pas de pentes (le long de Y) dans l’intervalle �r0; r1½
et si j est non fr0g-microcaracte¤ ristique pour M, alors j�Mfrg‘ne de¤ pend pas de
r 2 ½r0; r1½’.

De¤ monstration. Le re¤ sultat e¤ tant stable par composition des morphismes, on peut
de¤ composer j en une immersion de Z dans le graphe de j suivie de la projection du
graphe sur X . Le cas de la projection e¤ tant de¤ montre¤ par le lemme 2.1.1, il suf¢t
d’e¤ tudier le cas d’une immersion que l’on peut de¤ composer en une suite d’immersions
de varie¤ te¤ de codimension 1. Il suf¢t donc de traiter le cas ou' Z est une hypersurface
lisse de X .
Sous les hypothe' ses de la proposition, la varie¤ te¤ ChLfrgðMÞ ne de¤ pend pas de

r 2 ½r0; r1½ donc Z est non frg-microcaracte¤ ristique pour tout r de cet intervalle. Pour
montrer la proposition, il suf¢t donc de montrer qu’il existe e > 0 tel que j�Mfrg ne
de¤ pend pas de r 2 ½r0; r0 þ e½.
D’apre' s le lemme 1.3.4, si M est de la forme DX=DXP, le module j�Mfrg est

isomorphe a' DZjY 0 frg
� �N pour tout r dans un intervalle ½r0; r0 þ e½. La proposition

est donc ve¤ ri¢e¤ e dans ce cas et on obtient le cas ge¤ ne¤ ral en utilisant le lemme 2.1.2.&

Le deuxie' me re¤ sultat ge¤ ne¤ ral que l’on peut obtenir est la surjectivite¤ :

PROPOSITION 2.1.4. Si Z est non fsg-microcaracte¤ ristique pour M, alors le
morphisme 2.1.1. est surjectif.

De¤ monstration.Comme pre¤ ce¤ demment, on se rame' ne au cas d’un seul ope¤ rateur et
d’une hypersurface en utilisant les lemmes 2.1.1 et 2.1.2. On peut aussi ¢xer des
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coordonne¤ es locales dans lesquelles Z ¼ fx1 ¼ 0g. Alors, si M¼ DX=DXP, le
module j�Mfrg est, par de¤ ¢nition, e¤ gal a' :

j�Mfrg ¼
DX jY frg

�
ðDX jY frgP þ x1DX jY frgÞ

Notons pour simpli¢er (avec ici Y 0 ¼ Y \ Z):

eDD ¼ DZjY 0 fsg "DZjY 0 frg DX jY frg jY 0
� �

On a donc

DZjY 0 fsg "DZjY 0 frg j
�Mfrg ¼ eDD�

ðeDDP þ x1eDDÞ
et le morphisme 2.1.1 est alors e¤ gal a' :

eDD�
ðeDDP þ x1eDDÞ!DX jY fsg

�
ðDX jY fsgP þ x1DX jY fsgÞ

Le the¤ ore' me de division (lemme 1.3.4) montre que tout ope¤ rateur de DX jY fsg
s’e¤ crit comme la somme d’un ope¤ rateur de DX jY fsgP, d’un ope¤ rateur de
x1DX jY fsg et d’un polyno“ me en Dx1 a' coef¢cients dans DZjY 0 fsg c’est-a' -dire
pre¤ cise¤ ment d’un ope¤ rateur de eDD. Ceci montre que le morphisme est bien surjectif.&
Si j est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique pour M, le cycle microcaracte¤ ristique du

module image inverse se calcule a' partir du cycle correspondant de M:

THEŁ OREØ ME 2.1.5. (1) Si j est non frg-microcaracte¤ ristique pourM on a:

eSS0L0 ðrÞ j�Mfrgð Þ ¼ R$	1eSS0LðrÞðMÞ
(2) Si j est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique pourM le long de Y et siM n’a pas de

pentes dans l’intervalle ½s; r½, on a:

eSSL0 ðrÞ j
�Mfsgð Þ ¼ R$	1eSSLðrÞðMÞ

De¤ monstration.La de¤ monstration est essentiellement la me“ me que pour la formule
donnant le cycle caracte¤ ristique de la restriction d’un DX -module. On peut recopier
par exemple la de¤ monstration de [13, th 3.4.2 ch II] et nous ne donnerons ici
que les principales e¤ tapes de la de¤ monstration. Nous conside¤ rons tout d’abord la
premie' re partie du the¤ ore' me.

(a) Comme dans la de¤ monstration de la proposition 2.1.3, on se rame' ne au cas ou'
j est l’immersion d’une hypersurface Z dans X . On peut alors choisir des
coordonne¤ es dans lesquelles Z est l’hypersurface x1 ¼ 0.
(b) D’apre' s le lemme 2.1.2, toute section u deM est annule¤ e par un ope¤ rateur P tel

que Z est non frg-microcaracte¤ ristique pour P.
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(c) Soit gDX jYDX jY frg le sous-faisceau deDX jY frg des ope¤ rateurs inde¤ pendants deDx1 . Le
the¤ ore' me de division (lemme 1.3.4) montre que pour toute section u deM, il existe un
entier m tel que:

Fk
r DX jY frgu �

Xm	1
i¼0

Fk	i
r

gDX jYDX jY frgDi
x1u

et donc, si u1; . . . ; uq engendrent localement M, celui-ci admet une bonne
Fr-¢ltration de la forme:

Mk ¼
Xq
j¼1

Xmj	1

i¼0

Fk	i
r

gDX jYDX jY frgDi
x1uj

(d) SoitN k ¼Mk=ðx1M\MkÞ. Les faisceauxN k de¤ ¢nissent une bonne ¢ltration
de N ¼M=x1M et donc les faisceaux R�N k de¤ ¢nissent une bonne ¢ltration de
R�N ¼ j�Mfrg.
(e) On en de¤ duit alors, toujours suivant [13], que le modulej�Mfrg est cohe¤ rent (ce

qui e¤ tait de¤ ja' connu) et que le cycle analytique de¤ ¢ni par le gradue¤ de Frj�Mfrg est
l’image par R$	1 du gradue¤ de FrM. Ces cycles sont, par de¤ ¢nitions les cycleseSS0L0 ðrÞ j�Mfrgð Þ et R$	1eSS0LðrÞðMÞ d’ou' le the¤ ore' me (cas 1).
(f) La de¤ monstration de la deuxie' me partie est analogue. On remarque tout

d’abord que gra“ ce a' la proposition 2.1.3, on peut localiser la de¤ monstration en
s, c’est-a' -dire qu’il suf¢t de montrer le re¤ sultat sur les intervalles ½si; siþ1½ d’une par-
tition ¢nie de ½s; r½. On remarque alors comme en (b) que toute section u de M
est annule¤ e par un ope¤ rateur P tel que Z est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique pour P
et de plus P n’a pas de pentes sur un intervalle ½s0; r½. Prenant un nombre ¢ni de
ge¤ ne¤ rateurs locaux deM annule¤ s par des ope¤ rateurs du type pre¤ ce¤ dent sans pentes
dans un intervalle commun ½s0; r½, on peut comme en (c) de¤ ¢nir une bonne ¢ltration
de M de la forme:

Mk ¼
Xq
j¼1

Xmj	1

i¼0

Fk	i
r

gDX jYDX jY fs0gDi
x1uj

(Le lemme 1.3.5 assure que le the¤ ore' me de division sur DX jY fs0g respecte la
Fr-¢ltration). La suite de la de¤ monstration est la me“ me que pre¤ ce¤ demment et on
obtient le re¤ sultat sur un intervalle ½s0; r½. On peut alors reprendre a' partir de s0
mais il faut s’assurer que l’on atteint s par un nombre ¢ni de segments. Pour cela
on applique la proposition 3.4.2. de [6]. &

COROLLAIRE 2.1.6. Si j est non frg-microcaracte¤ ristique pourM on a:

fChChL0 frg j�Mfrgð Þ ¼ R$	1fChChLfrgðMÞ
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et si j est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique pourM on a pour e assez petit:

fChChL0 ðrÞ j�Mfr	 egð Þ ¼ R$	1eCChLðrÞðMÞ

(Le re¤ sultat e¤ tait de¤ ja' connu dans le cas des varie¤ te¤ s microcaracte¤ ristiques [5], nous
l’e¤ tendons ici au cas des cycles.)

De¤ monstration. Si j est non frg-microcaracte¤ ristique on peut appliquer la partie
(1) du the¤ ore' me 2.1.5 qui donne directement le re¤ sultat puisque eCChLfrgðMÞ ne
de¤ pend que de eSS0LðrÞðMÞ.
Si j est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique, on choisit un e assez petit pour queM n’ait

pas de pentes sur l’intervalle ½r	 e; r½ et on applique la partie (2) du the¤ ore' me 2.1.5.&

COROLLAIRE 2.1.7. Si fr0g n’est pas une pente deM et si Z est non fr0g-micro-
caracte¤ ristique pour M, j�Mfrg ne de¤ pend pas de r au voisinage de r0 et r0 n’est
pas une pente de j�Mfrg.

En particulier, si le moduleM n’a aucune pente et si Z est non microcaracte¤ ristique
pour tout r, le module induit usuel j�M n’a aucune pente.

De¤ monstration. Le module j�Mfrg ne de¤ pend pas de r d’apre' s la proposition 2.1.3
et d’apre' s le the¤ ore' me 2.1.5 la varie¤ te¤ frg-microcaracte¤ ristique de ce module est e¤ gale
a' R$	1eSSLðrÞðMÞ qui est bihomoge' ne. Elle est donc elle-me“ me bihomoge' ne et r0 n’est
pas une pente de j�Mfrg. &

2.2. LE CAS D’UN MODULE HOLONOME

Le premier re¤ sultat que l’on obtient dans le cas holonome est que l’inde¤ pendance de r
du module induit peut se lire sur les cycles microcaracte¤ ristiques:

LEMME 2.2.1. Soit M un DX-module holonome, r et s deux nombres veri¢ant
s > rX 1 et tels que j soit non fsg et non frg-microcaracte¤ ristique. On suppose que:

eSS0L0 j�Mfsgð Þ ¼ eSSL0 j
�Mfrgð Þ jY

alors le morphisme 2.1.1 est un isomorphisme.

(Comme dans le lemme 1.2.1, il s’agit d’une e¤ galite¤ entre les germes sur Y car le
premier terme est seulement de¤ ¢ni sur un voisinage de Y ).

De¤ monstration. Montrons tout d’abord que S0L0 ðsÞ j
�Mfsgð Þ est (un germe de

varie¤ te¤ ) lagrangienne de T�L0.
En effet, siZ est non fsg-microcaracte¤ ristique, l’application R est ¢nie sur la varie¤ te¤

$	1ChLfsgðMÞ. Comme ChLfsgðMÞ est involutive, cela implique qu’aucune de ses
composantes n’est contenue dans ðT�LÞ �L L0. (En coordonne¤ es ðT�LÞ �L L0 est
la sous-varie¤ te¤ de T�L d’e¤ quation x1 ¼ 0 et si une composante irre¤ ductible d’une
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varie¤ te¤ involutive est contenue dans cette hypersurface, elle est invariante en x�1 et la
projection correspondante n’est pas ¢nie).
La dimension de R$	1ChLfsgðMÞ est donc strictement infe¤ rieure a' la dimension de

ChLfsgðMÞ. Comme M est holonome, ChLfsgðMÞ est lagrangienne [6,
Corollaire 4.1.2], donc de dimension n ¼ dimCX et R$	1ChLfsgðMÞ est de dimension
au plus n	 1. D’apre' s le the¤ ore' me 2.1.6, R$	1ChLfsgðMÞ est e¤ gale a'
ChL0 ðsÞ j�Mfsgð Þ qui, par ailleurs est une sous-varie¤ te¤ involutive de T�L0 donc
est lagrangienne.
En¢n, ChL0 ðsÞ j�Mfsgð Þ e¤ tant le co“ ne tangent a' S00LðsÞ j

�Mfsgð Þ , celle-ci est de
me“ me dimension donc est lagrangienne.
Si Z est non fsg et non frg-microcaracte¤ ristique, les modules j�Mfsg et j�Mfrg

sont cohe¤ rents et d’apre' s la proposition 2.1.4 on a un morphisme surjectif
DZjY 0 fsg " j�Mfrg ! j�Mfsg dont nous noterons N le noyau.
On a donc une suite exacte

0!N ! DZjY 0 fsg " j�Mfrg ! j�Mfsg ! 0

dont les deux derniers termes ont me“ me cycle microcaracte¤ ristique, donc par
additivite¤ la partie de dimension n	 1 du cycle microcaracte¤ ristique de N est nulle.
Comme la varie¤ te¤ microcaracte¤ ristique de N est involutive, elle doit e“ tre vide et
donc N est nul et le morphisme 2.1.1 est un isomorphisme. &

THEŁ OREØ ME 2.2.2. Soit M et un DX-module holonome tel que j est non
frg-microcaracte¤ ristique pour r dans un intervalle �r0; r1½, alors j�Mfrg ne de¤ pend
pas de r dans cet intervalle.

De¤ monstration. Fixons r2 2�r0; r1½. Si r2 n’est pas une pente deM alors j�Mfrg ne
de¤ pend pas de r au voisinage de r2 d’apre' s 2.1.3.
Si r2 est une pente, les nombres r proches de r2 n’en sont pas (les pentes sont

localement en nombre ¢ni). D’apre' s la proposition 2.1.3 j�Mfrg ne de¤ pend pas
de r sur un intervalle ½r2; r2 þ e½. Par ailleurs, d’apre' s le the¤ ore' me 2.1.5, on a l’e¤ galite¤
de cycles:

eSS0L0 ðr2Þðj�Mfr2gÞ ¼ eSS0L0 ðr2Þðj�MfsgÞ
pour s < r2 assez proche donc d’apre' s le lemme 2.1.5 j�Mfrg ne de¤ pend pas de r sur
un intervalle ½r2 	 e; r2�. Finalement le re¤ sultat est vrai sur un voisinage de r2. &

De ce the¤ ore' me, nous pouvons de¤ duire le re¤ sultat principal de cet article:

COROLLAIRE 2.2.3. Si M est un DX-module holonome tel que j est non
frg-microcaracte¤ ristique pour tout rX 1, on a:

8rX 1; j�MðrÞ ¼ DZjY 0 frg "DZ j�Mð Þ

ou' j�M de¤ signe l’image inverse usuelle au sens des DX-modules par j.
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En appliquant les propositions 1.4.1 et 1.4.2 on obtient:

COROLLAIRE 2.2.4. Si M est un DX-module holonome tel que j est non
frg-microcaracte¤ ristique pour tout rX 1, on a alors des the¤ ore' mes de type
Cauchy^Kowalevska:

RHomDX ðM;BY jX frgÞ jY\Z 	!
�

RHomDZ ðj
�M;BY 0 jZfrgÞ

RHomDX ðM;BY jX ðrÞ Þ jY\Z 	!
�

RHomDZ ðj
�M;BY 0 jZðrÞÞ

RHomDX ðM;OX jY frgÞ jY\Z 	!
�

RHomDZ ðj
�M;OZjY 0 frgÞ

Le faisceau d’irre¤ gularite¤ de type r est de¤ ¢ni [9, 2.4.] par:

Irr�Y frgðMÞ ¼ RHomDX ðM;B1Y jX=BY jX frgÞ

et son dual de Verdier par

IrrY frgðMÞ ¼ RHomDX M;OX jY frg=OX
� �

Les re¤ sultats pre¤ ce¤ dents signi¢ent donc que sous les hypothe' ses du corollaire 2.2.4
l’image inverse commute a' l’irre¤ gularite¤ :

j�IrrY frgðMÞ ¼ IrrY frgðj�MÞ

Comme nous l’avons annonce¤ dans l’introduction, l’inte¤ re“ t des re¤ sultats de ces
corollaires tient a' ce que les conditions a' remplir sont ve¤ ri¢e¤ es de manie' re ge¤ ne¤ rique,
plus pre¤ cise¤ ment on a:

PROPOSITION 2.2.5. SiM est un module holonome et si Y est une hypersurface, il
existe une sous-varie¤ te¤ lagrangienne homoge' ne S de T�Y telle que une sous-varie¤ te¤
Z de X transverse a' Y est non frg-microcaracte¤ ristique pour tout r si et seulement
si Y \ Z est non caracte¤ ristique pour S, c’est-a' -dire si l’intersection de S et du
conormal a' Y \ Z dans Y ne rencontre pas S.

En particulier, les points de Y par lesquels ne passe aucune hypersurface non
frg-microcaracte¤ ristique pour tout r sont isole¤ s.

De¤ monstration. Il n’y a qu’un nombre ¢ni de varie¤ te¤ s microcaracte¤ ristiques
distinctes donc la re¤ union de toutes les varie¤ te¤ s microcaracte¤ ristiques ChLfrgðMÞ
pour r 2 ½1;þ1� est une re¤ union ¢nie de varie¤ te¤ s lagrangiennes bihomoge' nes donc
est elle-me“ me une varie¤ te¤ lagrangienne bihomoge' ne S de T�L. La condition ‘Z
non frg-microcaracte¤ ristique pour tout rX 1’ e¤ quivaut a' T�L0L \ S � T�LL et comme
nous l’avons remarque¤ dans [7], paragraphe 1.5, cela e¤ quivaut a' Y \ Z non
caracte¤ ristique pour une sous-varie¤ te¤ lagrangienne S de T�Y . &

D’apre' s la proposition 2.1.7. l’image inverse non microcaracte¤ ristique n’augmente
pas le nombre de pentes. Pour e¤ tudier la re¤ ciproque, il faut d’abord remarquer que
pour le module j�Mfrg on ne sait pas de¤ ¢nir la varie¤ te¤ S0LðrÞ mais seulement un
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germe de varie¤ te¤ S0L0 ðrÞ sur Y . La condition ‘r n’est pas une pente de j
�Mfsg’ a donc

un sens pour s < rmais pas pour s ¼ r. Par contre, cette condition ne de¤ pend pas de s
dans un intervalle ½r	 e; r½ si e est assez petit. En effet, pour e est assez petit,M n’a
pas de pentes dans l’intervalle ½r	 e; r½ car les pentes sont isole¤ es, et on peut appliquer
la proposition 2.1.3.
Conside¤ rons une hypersurface Z d’e¤ quation locale f , notons Za l’hypersurface

f 	1ðaÞ et ja:Za ! X .

PROPOSITION 2.2.6. SoitM un DX-module holonome et r 2�1;þ1½. On suppose
qu’il existe e0 > 0 tel que, pour tout a tel que j a j< e0 et tout s 2 ½r	 e0; r½,
l’hypersurface Za est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique pour M et r n’est pas une pente
de j�aMfsg.

Alors r n’est pas une pente deM.
De¤ monstration. Fixons tout d’abord a a' la valeur 0. D’apre' s le the¤ ore' me 2.1.5 on a

SL0 ðrÞ j
�Mfsgð Þ ¼ R$	1SLðrÞðMÞ

si s est assez proche de r. Puisque r n’est pas une pente de j�Mfsg, la varie¤ te¤
involutive S0LðrÞ j

�Mfsgð Þ est bihomoge' ne. D’autre part, comme dans la
de¤ monstration du lemme 2.2.1, elle est de dimension strictement infe¤ rieure a' celle
de SLðrÞðMÞ qui est lagrangienne dans T�L donc de me“ me dimension que L. La
varie¤ te¤ R$	1SLðrÞðMÞ est donc une sous-varie¤ te¤ involutive de T�L0 de me“ me
dimension que L0 donc elle est lagrangienne.
Reprenons les coordonne¤ es et les notations du de¤ but du paragraphe 1.3 avec Z

d’e¤ quation ðx1 ¼ 0Þ. La varie¤ te¤ R$	1SLðrÞðMÞ est lagrangienne bihomoge' ne donc
d’apre' s [9, prop. 1.1.1.], elle est contenue dans l’hypersurface d’e¤ quation
ht; t�i ¼ 0. Il en est donc de me“ me de $	1SLðrÞðMÞ qui est en coordonne¤ es,
l’intersection de SLðrÞðMÞ avec x1 ¼ 0.
En faisant varier a on coupe SLðrÞðMÞ par x1 ¼ a et on trouve une varie¤ te¤ contenue

dans l’hypersurface ht; t�i ¼ 0. On voit donc que SLðrÞðMÞ est contenue cette
hypersurface. Or SLðrÞðMÞ est involutive donc invariante par le champ hamiltonien
associe¤ a' la fonction ht; t�i, c’est-a' -dire ht; @=@t�i þ ht�; @=@t�ti, ce qui signi¢e
exactement que SLðrÞðMÞ est homoge' ne pourH1. Comme elle est de¤ ja' r-homoge' ne,
elle est bihomoge' ne et donc que r n’est pas une pente de M. &

Remarque 2.2.7. On peut e¤ tendre la proposition en remplacN ant l’hypersurface Z
par un morphisme j:Z! X quelconque et en remplacN ant les hypersurfaces Za

par tous les morphismes dont le graphe est voisin de celui de j.
En utilisant les re¤ sultats de [9] on peut ame¤ liorer ce re¤ sultat en e¤ vitant de faire

varier j. Pour cela nous utiliserons le cycle d’irre¤ gularite¤ de [9]. A tout cycle
lagrangien r-homoge' ne eSS de T�L on associe un cycle IrrðeSSÞ de T�Y qui est positif
si et seulement si eSS l’est et qui est nul si et seulement si eSS est bihomoge' ne.
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Conside¤ rons les applications:

T�ðY 0Þ  	
r0
ðT�Y Þ �Y ðY 0Þ 	!

$0
T�Y

Puisque le cycle IrrðeSSÞ ne de¤ pend que deeSS, le the¤ ore' me 2.1.5 montre que si Z est non
ðrÞ-microcaracte¤ ristique pour le module holonomeM et siM n’a pas de pentes dans
l’intervalle ½s; r½ alors:

Irr eSSL0 ðrÞ j
�Mfsgð Þ


 �
¼ R0$

	1
0 Irr eSSLðrÞðMÞ


 �
ð2:2:1Þ

THEŁ OREØ ME 2.2.8. SoitM un DX-module holonome et r 2�1;þ1½. On suppose que
l’hypersurface Z est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique pourM et que r n’est pas une pente
de j�Mfsg pour s < r assez proche de r.

Alors r n’est pas une pente deM.
De¤ monstration. Si r n’est pas une pente de j�Mfsg, le cycle eSS0LðrÞ j�Mfsgð Þ est

bihomoge' ne et le cycle d’irre¤ gularite¤ Irr ðSL0 ðrÞðjÞ
�
MfrgÞÞ est nul. D’apre' s l’e¤ galite¤

(2.2.1) il en est de me“ me pour le cycle R0$
	1
0 Irr SLðrÞðMÞð Þ.

Si Z est non ðrÞ-microcaracte¤ ristique, nous avons vu que cela implique que R est
propre sur le support de SLðrÞðMÞ et donc R0 est propre sur le support de
$	10 Irr ðSLðrÞðMÞÞ donc ce cycle est nul. Le cycle Irr ðSLðrÞðMÞÞ est positif et sa
restriction par $0 a T�Y �Y ðY 0Þ est nulle donc il est nul au voisinage de
T�Y �Y ðY 0Þ ce qui implique que r n’est pas une pente. &

COROLLAIRE 2.2.9. Si M est un DX-module holonome tel que Z est non
frg-microcaracte¤ ristuqe pour tout rX 1, les pentes deM au voisinage de Z le long
de Y sont les me“ mes que celles de j�M de Y \ Z.
(Il suf¢t d’appliquer le corollaire 2.2.3 et la proposition pre¤ ce¤ dente).

Le polygone de Newton d’un module holonomeM le long d’une hypersurface Y a
e¤ te¤ de¤ ¢ni dans [7]. C’est la donne¤ e d’un sous-ensemble analytique lagrangien
homoge' ne S de T�Y et pour chaque composante irre¤ ductible de cet ensemble d’un
‘polygone’, c’est-a' -dire d’un sous-ensemble convexe de R2. On dit que S est le
support du polygone de Newton deM. L’ensemble S est la re¤ union des supports
des cycles IrrðeSSLðrÞðMÞÞ et le polygone ne de¤ pend que de ces cycles, on obtient donc
imme¤ diatement:

COROLLAIRE 2.2.10. Soit M un DX-module holonome tel que Z est non
frg-microcaracte¤ ristique pour tout rX 1. Soit S le support du polygone de Newton
deM.

Le supportSZ du polygone deNewton dej�M est donne¤ par:SZ ¼ R0$
	1
0 S et pour

chaque composante S0
Z de SZ le polygone associe¤ est la somme (au sens des

sous-ensembles convexes de R2) des polygones associe¤ s a' toutes les composantes
S0 de S telles que S0

Z ¼ R0$
	1
0 S0.
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2.3. PENTES D’UN MODULE ET CROISSANCE DES SOLUTIONS

L’e¤ galite¤ entre ‘pentes alge¤ briques’ et ‘pentes analytiques’ d’un module holonome a
e¤ te¤ de¤ montre¤ e dans [9, the¤ ore' me 2.4.3] par des me¤ thodes ge¤ ome¤ triques. Montrons
rapidement comment on peut retrouver ce the¤ ore' me en utilisant les re¤ sultats
pre¤ ce¤ dents.

THEŁ OREØ ME 2.3.1. SoientM un module holonome, y un point de Y et r 2�1;þ1½. Le
nombre r est une pente deM au point y si et seulement si:

RHomDX M;BY jX ðrÞ
� �

6¼ RHomDX M;BY jX frg
� �

au voisinage de y

De¤ monstration. Si r n’est pas une pente, l’e¤ galite¤ entre les solutions a e¤ te¤ montre¤ e
dans [7]. Ce que nous voulons montrer ici, c’est la re¤ ciproque. Nous utiliserons
la proposition 2.2.6 pluto“ t que le the¤ ore' me 2.2.8 sinon la de¤ monstration ne serait
pas inde¤ pendante de [9].
Montrons le re¤ sultat par re¤ currence sur la dimension de X , le cas de la dimension 1

e¤ tant bien connu depuis Ramis [11].
Soit F le sous-ensemble discret de Y de la remarque 2.2.5. Supposons tout d’abord

que le point y conside¤ re¤ n’appartient pas a' F . Par de¤ ¢nition de F , il existe une
hypersurface Z passant par y, transverse a' Y , qui est non microcaracte¤ ristique pour
tout r. Soit f une e¤ quation de Z (tout est local ici) et pour a 2 C soit
Za ¼ f 	1ðaÞ. Si a est assez petit, la varie¤ te¤ Za ve¤ ri¢e la me“ me proprie¤ te¤ que Z.
Si r est une pente deM, pour tout e > 0 il existe, d’apre' s 2.2.6, a tel que j a j< e et

que r soit une pente de MZa . D’apre' s l’hypothe' se de re¤ currence, les complexes de
solutions de MZa dans BZa\Y jZafrg et BZa\Y jZaðrÞ sont diffe¤ rents et on conclut en
appliquant le the¤ ore' me de Cauchy^Kowalevska 2.2.4. que RHomDX

ðM;BY jX ðrÞÞ 6¼ RHomDX ðM;BY jX frgÞ.
Supposons a' pre¤ sent que y appartient a' F et que r est une pente deM. Notons S0 la

re¤ union des composantes irre¤ ductibles de SLðrÞðMÞ non bihomoge' nes et dont
l’adhe¤ rence de la projection sur Y contient y. Par hypothe' se S0 n’est pas vide.
Si la projection de S0 sur Y n’est pas re¤ duite a' y, dans tout voisinage de y il y a
des points qui n’appartiennent pas a' F et on peut appliquer le re¤ sultat pre¤ ce¤ dent.
On peut donc supposer qu’il existe un voisinageV de y tel que pðS0Þ \ V ¼ fyg avec

p projection canonique de T�L surY . En coordonne¤ es, cela signi¢e que, surV , S0 est
contenue dans fðx; t; x�; t�Þ 2 T�L j x ¼ yg et puisque elle est lagrangienne, elle est
invariante en x� donc de la forme:

S0 ¼ fðx; t; x�; t�Þ 2 T�L j x ¼ y; lðt; t�Þ ¼ 0g

La varie¤ te¤ S0 est donc le produit du conormal a' y dans Y par une surface
r-homoge' ne de T�C2 d’e¤ quation l. On ve¤ ri¢e facilement sur la de¤ ¢nition que le cycle
IrrðSLðrÞðMÞÞ est nul si et seulement si la fonction l est bihomoge' ne donc le cycle
SLðrÞðMÞ est bihomoge' ne. Comme ce n’est pas le cas par hypothe' se, le cycle
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IrrðSLðrÞðMÞÞ n’est pas nul et d’apre' s [7] cela implique que les solutions dans BY jX ðrÞ
et BY jX frg sont diffe¤ rentes. &
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