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Algebres de Lie d’homotopie associées a
une proto-bigebre de Lie

Momo Bangoura

Résumé. On associe a toute structure de proto-bigebre de Lie sur un espace vectoriel F de dimension
finie des structures d’algebre de Lie d’homotopie définies respectivement sur la suspension de I'algebre
extérieure de F et celle de son dual F*. Dans ces algebres, tous les crochets n-aires sont nuls pour n > 4
du fait qu’ils proviennent d’une structure de proto-bigebre de Lie. Plus généralement, on associe a
un élément de degré impair de l'algebre extérieure de la somme directe de F et F*, une collection
d’applications multilinéaires antisymétriques sur ’algebre extérieure de F (resp. F*), qui vérifient les
identités de Jacobi généralisées, définissant les algebres de Lie d’homotopie, si 'élément donné est de
carré nul pour le grand crochet de 'algébre extérieure de la somme directe de F et de F*.

Abstract. To any proto-Lie algebra structure on a finite-dimensional vector space F, we associate ho-
motopy Lie algebra structures defined on the suspension of the exterior algebra of F and that of its dual
F*, respectively. In these algebras, all n-ary brackets for n > 4 vanish because the brackets are defined
by the proto-Lie algebra structure. More generally, to any element of odd degree in the exterior algebra
of the direct sum of F and F*, we associate a set of multilinear skew-symmetric mappings on the sus-
pension of the exterior algebra of F (resp. F*), which satisfy the generalized Jacobi identities, defining
the homotopy Lie algebras, if the given element is of square zero with respect to the big bracket of the
exterior algebra of the direct sum of F and F*.

1 Introduction

Le but de ce travail est de construire des structures d’algebre de Lie d’homotopie
sur la suspension de I'algebre extérieure d’un espace vectoriel donné de dimension
finie et sur celle de son dual, a partir de la donnée sur cet espace d’une structure
de proto-bigebre de Lie. Les algeébres de Lie d’homotopie ou Lo,-algebres ont été
introduites par Stasheff (voir [17]) comme étant des déformations des algebres de
Lie et ont trouvé des applications en physique théorique; elles sont caractérisées par
la donnée sur un espace vectoriel gradué d’une collection d’applications n-linéaires
antisymétriques de degré 2 — n, satisfaisant un ensemble de relations généralisant
I'identité de Jacobi pour les algebres de Lie, appelées identités de Jacobi généralisées.

La notion de proto-bigebre de Lie a été introduite par Kosmann—-Schwarzbach
[8,9] comme une généralisation naturelle de la notion de bigebre de Lie [4, 5] dont
celles de quasi-bigebre de Lie [6,8] et bigebre de quasi-Lie [8] sont des cas particuliers;
elle est caractérisée par la donnée d’un espace vectoriel F de dimension finie sur un
corps I, K = R ou C, et d’un élément M de A\(F* @ F) de degré 1, de carré nul par
rapport a la structure d’algebre de Lie graduée définie sur A (F* @ F) par le grand
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crochet. Ce crochet a été défini par Kostant et Sternberg [14] dans le contexte de
la théorie classique de BRST, puis introduit dans la théorie des bigebres de Lie par
Lecomte et Roger [18] et utilisé par la suite par Kosmann—Schwarzbach [8, 9] dans
I’étude des différentes généralisations de la notion de bigebre de Lie.

Dans [21], T. Voronov a donné une construction algébrique générale conduisant
a des algebres de Lie d’homotopie en considérant une super-algebre de Lie V avec
un projecteur P sur une sous-algebre abélienne vérifant une certaine condition dite
de distributivité. En fait, a partir d’un élément A de V' de degré impair, il construit
une suite de crochets n-aires symétriques au sens 7Z,-gradué sur 'image de P, appelés
crochets dérivés [1,11,19,21,22] et qui vérifient les identités de Jacobi généralisées si
A est de carré nul, c’est-a-dire définissent une structure d’algebre de Lie ’homotopie
sur I'image de P. La notion de crochet dérivé a été introduite dans [10] et utilisée dans
la théorie des algébroides de Lie par Roytenberg [20].

Dans ce travail, nous nous intéressons au cas Z-gradué, ot pour un espace vecto-
riel F de dimension finie, nous associons a toute structure de proto-bigebre de Lie sur
F des structures d’algebre de Lie d’homotopie définies respectivement sur (/\ F)[1]
la suspension de A F, et (A F*)[1] celle de A F*; nous convenons d’appeler de telles
structures des algebres quasi-Gerstenhaber quasi-différentielles. L'intérét de définir
ces structures sur les suspensions plutot que sur les algebres elles-mémes réside dans
le seul fait de décalage au niveau des degrés des éléments de ces algebres afin que les
applications n-aires satisfassent les axiomes de la définition d’une structure d’algebre
de Lie d’homotopie.

Dans une seconde phase nous donnons la version Z-graduée de la construction
de T. Voronov [21] dans le cas particulier de A\ (F* @ F) munie du grand crochet par
rapport auquel A F et /\ F* sont des sous-algebres abéliennes. Plus précisement, a un
élément M de A (F* @ F) de degré impair quelconque, on associe des crochets n-aires
sur A F et A\ F* qui sont antisymétriques; un tel élément M étant décomposable
dans A\(F* @ F) en un nombre fini de composantes homogenes, nous donnons les
expressions explicites des différents crochets en fonction de ces composantes, puis
nous montrons que si le degré de M est égal a 2m + 1, alors a un facteur multiplicatif
pres, le crochet n-aire défini par la composante d’ordre n+1 (resp. 2(2m+3) — (n+1))
du carré de M coincide avec le n-iéme jacobiateur des crochets définis sur A F (resp.
N\ F*). Les crochets ainsi construits vérifient les identités de Jacobi généralisées si M
est de carré nul et 'on obtient donc ainsi des structures d’algébre de Lie d’homotopie

sur (A F)[1] et (A F*)[1].

2 Grand crochet et structures reliées

Dans cette section nous donnons la définition du grand crochet, dont nous faisons
usage pour la description sommaire de la notion de proto-bigebre de Lie ainsi que de
celles de ses principaux cas particuliers. Soit F un espace vectoriel de dimension finie
sur K = R ou C. Considérons I’algebre extérieure de la somme directe F* & F,

(k)
ANE ep = AE

k>—2
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ou
q+1 ptl

(k)
/\(F):@(/\F*@/\F), p>—1, q>-1.

pta=k

Un élément de A" F* @ A\”"' F est dit de bidegré (p, q) et les éléments de /\(k) (F)
sont dits de degré k. Suivant [8,9] :

Définition 1 Le grand crochet est la structure d’algebre de Lie graduée [ -, -] sur
A\ (F* @ F) définie par les conditions suivantes :

—siceKouo’' €K, [o,0'] =0,

sioc,o’ € F,|o,0'] =0,

sio,o’ € F*, [0,0'] =0,

—sioc €Feto’ € F*, [0,0'] = (o/,0) ou (-, -) désigne la dualité naturelle,

— laregle de Leibniz graduée : sio € /\(k)(F), o' e /\(kl)(F), o= /\(k//)(F),

lo,0' A"l =[o,0' ) ANa” + (—1)kklc7/ Alo,a”].

Comme structure d’algebre de Lie graduée, le grand crochet vérifie les propriétés
suivantes :
— lantisymétrie graduée

[0,0'] = —(=1)*[0", 5],
sic e AP(E), o e N (),
— lidentité de Jacobi graduée

f(_l)klks[au [02,03]] =0

sio; € /\(k‘)(F), o, € /\(kZ)(F), o3 € /\(ka)(F), ou § désigne la somme sur les
permutations circulaires de {1,2,3}.

Remarque )\ F et )\ F* sont des sous-algebres de Lie abéliennes de ( A\(F* & F),

[-, - ]) . Dans tout ce qui va suivre le grand crochet constituera 'outil fondamen-
tal de travail avec 'usage dans la démonstration des principaux résultats des deux
propriétés ci-dessus énoncées.

Suivant [8] on a la définition suivante.

Définition 2 Un élément de degré 1, M € /\(1)(F), est une structure de proto-
bigebre de Lie sur F s'il est de carré nul dans ( A(F* @ F), [ -, - 1), i.e, [M,M] = 0.

Un tel élément est de la forme M = p+y+p+1,oupu € /\2 F*®F,y € F* ®/\2 F,
¢ € N'Fety € \’F*. Tenant compte des bidegrés des différents éléments, la
condition [M, M] = 0 est équivalente aux suivantes :

Sl + ] =0, [yl + el =0, Sl + [l =0,

[, ] =0, [v,9]=0.
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Ce qui nous conduit a la définition équivalente suivante.

Définition 3 Pour un espace vectoriel donné F et des éléments i, 7, ¢ et ¢ donnés
de A\ (F*@F) satisfaisant les conditions ci-dessus, (F, i1, 7, ¢, 1) est appelé une proto-
bigebre de Lie.

Remarques

1. Dans [3] et [18], un tel élément de degré 1 de carré nul est appelé simplement
une structure.

2. Si (F p,7y,@,1) est une proto-bigebre de Lie, alors (F*,~, 11,1, ¢) est aussi
une proto-bigebre de Lie, ainsi la notion de proto-bigebre de Lie est auto-duale.

Définition4 Sit = 0 (resp. ¢ = 0) le quadruplet (F, u,, @) (resp. (F, , "y, 1))
satisfaisant les conditions ci-dessus est appelé une quasi-bigebre de Lie (resp. bigebre
de quasi-Lie).

On remarque que ces deux notions sont duales 'une de I’autre et ne sont pas auto-
duales. La notion de quasi-bigebre de Lie est due & Drinfeld [6]. Sip = ¢ = 0, le
triplet (F, u,y) est une bigebre de Lie [4, 5]; cette derniére notion comme celle de
proto-bigebre de Lie est auto-duale.

Exemple 1 Soit (F, ;1) une algebre de Lie. Alors tout choix d’un élément r € /\2 F
définit une structure de quasi-bigebre de Lie sur F en posant

1
V:[uvr]a <P:§[1',1']#
ou [r, r]* désigne le crochet de Schouten algébrique [13, 15] de r avec lui-méme.

Exemple 2 Soit F un espace vectoriel de dimension finie; soient ¢ € A’ Fetw €
A’ F*. Posons

p= e lwell, v= (el ¢ = lw o, el

2 6
Alors (F, pt, v, ¢, 1) est une proto-bigebre de Lie.

Exemple 3 Soit F un espace vectoriel de dimension finie; soientr € A\*F et ¢ €
A’ F*. Posons

p=ledl, v =5ln el =y gl

Alors (F, i, 7y, p, 1) est une proto-bigebre de Lie.
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3 Algebres de Lie d’homotopie

De [16,17,21] on a la définition suivante.

Définition 5 Une algebre de Lie ’homotopie ou L., -algebre est un espace vectoriel
gradué V muni d’une collection d’applications n-linéaires antisymétriques

l,: ®V|—>V

de degré 2 — n, telle que

Z ZSigH(U)E(U)(—l)i(jfl)li(lj(xa(l), e X () Xo(j+1)s - - - > X)) = O,

i+j=n+l o

pour toutn = 0, 1,... ot o estun “(j, n — j)-shuffle”, C’est-a-dire une permutation
des indices 1,...,ntelleque o(l) < --- < g(jleto(j+1) < --- < ag(n), sign(o)
désigne la signature de o et £(o) est le signe de Koszul défini par

X AX A A Xy = €(0)Xo(1) AN Xo2) N -+ A Xo(n)-

Les identités ci-dessus, définissant une structure de L., -algebre, sont appélées les
identités de Jacobi généralisées et le membre de gauche de ces égalités pour chaque n
est appelé le n-ieme jacobiateur.

Remarque Dans [17], le cas n = 0 ne figure pas dans la définition d’une L, -algebre;
les structures de L. -algeébre avec ¢ = 0 sont appelées strictes dans [21]. Les Loo-
algebres avec ¢ # 0 ont été appelées faibles ou “with background” par certains phy-
siciens. Ici et dans toute la suite, une application 0-aire signifiera simplement un
élément distingué ¢ de V correspondant a I'image de ’élément unité 1 de K, i.e.,

¢ = lp(1).
Les identités de Jacobi généralisées s’écrivent explicitement pour n = 0, 1 et 2 sous
la forme :
(n=0) h(b(D) =h(g) =0,
(n=1) L(h(x) +hig,x) =0,

(n=2) —L(Lxy) +L(hx),y) = (DHL(L(G),x) - L($,xy) =0,

pourtousx,y € V.
Dans le cas strict, les identités pour n = 1 et n = 2 expriment que ; est de carré
nul et est une dérivation de degré 1 par rapport a l,.

4 Crochets n-aires associés a une structure de proto-bigebre de Lie

Soit M = p+v+ ¢+ € N(F* @ F) une structure de proto-bigebre de Lie sur F
comme définie dans la section 2. Sur A F (resp. /\ F*), définissons des applications
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n-aires {-,..., - }: @ "AF+— AF(resp. {-,..., - }*: Q" ANF* — AF*)dela

maniére suivante :

{1} =¥, {xl} = [’y;xl]; {xlaxZ} = (_1)(IX1‘_1)[[,LL7x1]7x2] = [xl,x2]u7

{Xl,XQ,Xg,} = (_1)(|xz‘_l)[[[waxl]vxZ]axﬂa

{x1,...,x,} =0 pourn > 4;
respectivement,

{1}* = wa {al}* = [Maal],
{og, 0} = (=)D ], ] = [, 3]7,

{ov, 0,053} = (=11 =D1[[p, en ], 2], a3,

{ar,...,a,}*=0 pourn > 4.

Dans [1,21,22], de telles applications n-aires sont obtenues par applications succes-
sives de la construction de crochets dérivés. Elles sont dites crochets dérivés d’ordre
supérieur. Ici nous les appellerons les crochets n-aires associés a la structure M. Le fait
que les crochets n-aires soient identiquement nuls pour n > 4 est une conséquence
logique de la décomposition de M en quatre composantes homogenes, car chaque
crochet dérive d’une seule composante de M.

Soit (A F)[1] (resp., (AF*)[1]) la suspension de AF (resp., AF*), ie.,
(AP B)[1] = NP F (resp., (NP F9)[1] = A7 F).

Remarques ¢ € \’F est de degré 2 dans A F[1]; le degré du crochet 0-aire { } est
donc égal a 2 dans (A F)[1], alors qu’il est de degré 3 dans A F.

Par ailleurs, pour x; € /\erl Fona[vy,x] € /\er2 F; le degré du crochet unaire
{ -} est ainsi égal & 1.

Pour x; € /\p+1 F, x, € /\qul F,ona [[u,x],x] € /\p+q+l F; par conséquent le
degré du crochet binaire { -, - } dans (/\ F)[1] est égal a 0 alors qu’il est de degré —1

dans A\ F.
Pourx; € A" F,p € A" Fxs € A Foona [, x], %], x:] € AP
donc le degré du crochet trilinéaire { -, -, - } dans (/\ F)[1] est égal a —1, alors qu’il

est de degré —3 dans A F.
Ainsi comme on le voit, le degré du crochet n-aire est égal a (2 — n), pour tout #.
Les mémes remarques sont valables pour les crochets définis sur A F*.

On a le résultat suivant.
Proposition 1 Soit M = (i + v + @ + ¢ une structure de proto-bigebre de Lie sur
F. Alors les crochets n-aires { -, ..., -} (resp. {-,..., - }*) associés a M et définis sur

(A F)[1] (resp. (\ F*)[1]) sont antisymétriques, de degré 2 — n. De plus chaque crochet
n-aire est une dérivation en chacun de ses arguments.
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Démonstration On démontre la proposition dans le cas de (A F)[1]), le cas
(A F*)[1] étant analogue. Lantisymétrie des crochets n-aires est une conséquence
directe de I'identité de Jacobi graduée pour le grand crochet; on a

{x1, %0} = _(_1)("(1|_1)(|x2‘_1){x2’xl}

et

{x1, %, %3} = _(_1)(\x1|71)(\x2\71){x2,xhx?’}

— _(_1)(\xz|*1)(\xa\*1){:}61,x37 x2}~

La condition de degré (2 — n) est satisfaite grace aux remarques précédentes. Ce qui
démontre la proposition. ]

Remarque Les crochets n-aires ci-dessus définis, bien qu’étant antisymétriques sur
(A F)[1], ne le sont pas sur /\ F comme le montrent les relations ci-dessus.

On peut a présent lier les crochets n-aires associés a une structure de proto-bigebre
de Lie M sur F avec la donnée d’une structure d’algebre de Lie d’homotopie; plus
précisement on a:

Théoréeme 1 Soit M = p+~v+ @+ € \(F* ® F) une structure de proto-bigebre de

Lie sur F; alors les crochets n-aires 1, = {-,..., -} (resp. It = {-,..., - }*)sur AF
(resp. \ F*) associés a M définissent une structure de Lo -algebre sur () F)[1] (resp.
(NFH[L).

Démonstration Démontrons le résultat dans le cas de (A F)[1], le cas de (A F*)[1]
est analogue; d’apres la proposition précédente, chaque crochet n-aire associé a M
est antisymétrique et de degré 2 — n. Les identités de Jacobi généralisées sont des
conséquences directes de la condition [M, M] = 0 et de I'identité de Jacobi graduée
pour le grand crochet. Comme { -, ..., - } = 0 pour n > 4, nous avons & démontrer
les identités de Jacobi généralisées pour n = 0, 1,2, 3,4 et 5. En effet

— pourn=20,ona:

{13} ={e} =¥l =0,
d’apres [M, M] = 0; ce qui démontre 'identité de Jacobi généralisée pour n = 0.

— Pourn=1,x, € AFona:

L

Hx}} =[xl = 5 (v, 7)) = =l el a] = —{e,x1},

{H{xa}) +{px} =0

ce qui démontre 'identité de Jacobi généralisée pour n = 1.
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— Pourn = 2,x € A\'F, x, € \"F, utilisant I'identité de Jacobi graduée pour le
grand crocheton a:

{{x, )} = [, [, pls %]
= [[[v, %], )] + (=DP[Lxr, [, pl], %]
+ (=P [x1, 1, [, %21
= {{a} 0l + D7 o, (o)) = (S0P, [, 91, %]
= {{u} )+ (D Hx, fad) = DTV, ¢ 2 %]
= {xhx}+ D7 Ha, (o)) — {e.x, )
d’o
{{x, %)} — ({1}, %0} + (= DP7VE@DL0 b+ {0, %1, %} = 0;

ce qui prouve I'identité de Jacobi généralisée pour n = 2.

— Lescasn = 3,4 et 5 sobtiennent respectivement des conditions %[ wy pl+ [y, ] =
0, [1, ] = 0 et [¢,9] = 0 de la définition d’une structure de proto-bigebre de
Lie, en utilisant 'identité de Jacobi graduée pour le grand crochet.

— Pour n > 6, I'identité de Jacobi généralisée est une trivialité parce que { -, ..., - }
=0 pour k > 4. Ce qui démontre le théoréeme. ]

Ainsi on vient de prouver qua toute structure de proto-bigebre de Lie
(F, p, 7y, ¢, 1) sur un espace vectoriel F de dimension finie, correspondent deux
structures de Lo, -algeébre définies respectivement sur (A F)[1] et (/A F*)[1] dont les
éléments distingués sont respectivement ¢ et b. Nous appellerons de telles struc-
tures des algebres quasi-Gerstenhaber quasi-différentielles. Si p = 0 (resp. ¢p = 0),
on obtient une structure d’algebre quasi-Gerstenhaber différentielle (resp. d’algebre
de Gerstenhaber quasi-différentielle) [2,12,20]. Huebschmann a défini dans [7] une
notion d’algebre quasi-Gerstenhaber différentielle bigraduée qu’il compare a la notre.
Comme conséquence directe du théoréme précédent, on a:

Corollaire 1

(1) A toute structure de quasi-bigebre de Lie (F, p,y, ) sur un espace vectoriel F de
dimension finie, il correspond une structure d’algeébre de Gerstenhaber quasi-dif-
férentielle (resp. d’algebre quasi-Gerstenhaber différentielle) sur (A F)[1] (resp.
(AF)[1D).

(2) A toute structure de bigebre de quasi-Lie (F, p,y,) sur un espace vectoriel F
de dimension finie, il correspond une structure dalgébre quasi-Gerstenhaber
différentielle (resp. d’algébre de Gerstenhaber quasi-différentielle) sur () F)[1]
(resp. (\F*)[1]).

Remarque Les structures d’algebre quasi-Gerstenhaber différentielle obtenues sur
(A F*)[1] en prenant ¢ = 0 sont celles étudiées dans [2], ce sont des structures de
Loo-algebre strictes au sens de [21].
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Cas des algébroides de Lie En utilisant la généralisation du grand crochet introduite
par Roytenberg [20], les démonstrations ci-dessus s’étendent au cas des algébroides
de Lie. Donc plus généralement, a toute structure de proto-bigébroide de Lie donnée
( (A A™), 1,7, o, w) [12,20], il correspond deux structures d’algebre quasi-Gersten-
haber quasi-différentielle définies respectivement sur (I‘( A A)) [1] et ( INGAV: )) (1],
ou les différents crochets n-aires sont définis de manieére analogue en fonction de
1,7, ¢ et ¢ comme dans le cas d’une proto-bigebre de Lie.

5 Crochets n-aires associés a un élément de degré impair de A\ (F*&F)

Dans cette section, nous donnons une généralisation de la construction de structures
de Loo-algebre sur (A F)[1] et (A F*)[1] donnée dans la section précédente.

Remplacant la condition de degré (2 — n) par (Z(m +1)— n) pour un m fixé dans
la définition d’une L, -algebre tout en gardant 'antisymétrie graduée et les identités
de Jacobi généralisées, on peut construire des opérations n-aires sur A F et A\ F* par
le choix d’un élément M € A (F* @ F) de degré impair.

Remarques

1. Pour m = 0, nous retrouvons la condition de degré (2 — n) de la définition
d’une L, -algebre.

2. Pour un élément M de degré pair, on a automatiquement [M, M] = 0, mais
les crochets dérivés qu’il engendre ne satisfont pas aux conditions de la généralisation
souhaitée notamment la condition de degré; ce cas est donc exclu de la présente
démarche.

Soit M € A\(F* @ F) tel que [M| = 2m + 1; alors M est de la forme

ou M, € N"F* @ A\*71F. Tenant compte des bidegrés, [M, M] s'écrit sous la

forme
2(2m+3)
MM]= ) > My M.
k=0 p+q=k
Posons

ME — Z [Mpan]
pra=k
et appelons M) la composante d’ordre k du carré de M. Ainsi M est de carré nul si
et seulement si
M® = 3" [M,,My] =0
prq=k
pour tous k = 0,1,...,2(2m + 3). Sim = 0, M est de degré 1 et nous retrouvons

les conditions définissant une structure de proto-bigebre de Lie sur F avec My = ¢,
Ml :’Y)Mz :N>M3 :w
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Lemme 1 Pour tout élément M = Ezm+3 M, € /\(MH)(F), PoUr x1,%xp, ..., X, €
AF ai,q;,...,a, € ANF*ona:
1 (Il [Mp,xl],xZ], ... 1,x,] € N\ Fsietseulementsi p = n;

() [[[... My, n], ], ... ], a,] € A\ F*siet seulement si p = 2m +3 — n;
i) [[[...[IM%,x], %], ...1, %] € N\ Fsietseulementsik =n+1;
i) [[[... MY, 1], q2],...],an] € /\ F* si et seulement si k = 2(2m+3) — (n+1).

Démonstration Montrons (i) et (iii), (ii) et (iv) se démontrant de maniere similaire.
Par définition du grand crochet, on a:

6
p—n S
(L. My )], ol € \ Fro \E

ouS=2m+3—p—n+>. |xdoul[[l...[My,xi],x],...1,x,] € AFsiet
seulement si p = n.

(iii)
[[[ [M(k)axl]vxZ]v"']vxn] = Z [[[ [[Mpan]vxl]vxZ]a‘"],xn];
p+q=k
mais
p+q—(n+1)
[l [IMp, Mg), 1), %), - Loxa € F*@/\F
ouT = (4m+5—(p+q —n+y 1|x,|) dou[[[...[MP x],x],...1,x,] € \F

siet seulementsik = p+q = n+ 1. Ce qui acheve la démonstration dulemme. M

Désignons par [],  (resp. J] 5.) la projection de A(F* & F) sur A\ F (resp.
A\ F*). Associons a M des crochets n-aires sur A F de la maniére suivante :

{1 = H FM,

{xi b = CDM]T LG Mol ),
ouxy,...,x, € NF,0,= Z;ll(n—k)(|xk| —1); etsur /\ F* de la maniére suivante :

=11, .M
{on, . oty = (—1)"?HAF*[[...[M,al],...],anJ,

otay,...,a, € NF, 0 =507 '(n — k) (Jax] — 1).
Le résultat suivant donne les expressions explicites des différents crochets en fonc-
tion des composantes M, de M :
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Proposition 2 Soit M = ZZWHM e AN"V(F) o My € NTFF @ N"PTUF;
alors les crochets n-aires {-,..., -}y et {-,..., - }x; associés & M sont antisymé-
triques, de degré 2(m + 1) — n sur (/\ F)[1] et (/\ F*)[1] respectivement, et satisfont :

{I}M :M07
{xl7 s )xn}M = (_1)9“[[' .. [Mn7x1]7' . ~]7xn]7
Xy € NF o0, =>_ 1(n— k) (x| — 1),
{1}3r = Mayss,
{on, .oty = (=D ([ [Mamis—n, i, - ] o],

ap,...,0, € /\F*, 01/\19* = Zk 1(ﬂ—k)(|ak| - 1)

Ce résultat suit par I'identité de Jacobi gradué et le lemme précédent.

Remarques
1. Ces crochets associés a M sont antisymétriques et satisfont la condition de
degré 2(m + 1) — nsur (A F)[1] et (A F*)[1], mais pas sur A F et A\ F* a cause du
décalage au niveau des degrés ; d’ou I'intérét de travailler avec (A F)[1] et (A F*)[1].
2. {xr, o oxutm = 0et{ay,...,a,}y = 0 pour n > 2m + 3, sont des consé-
quences de la décomposition de M en nombre fini de composantes homogenes.

Lemme2 SoitM € N*"V(F);sip+q=n+1alorspourx,...,x, € \F,ona

([ [IMp, My, 1], - . . ], ]

_ZE(Jl Mp;[[~ [M Xo(1) ] ]axo'l(q)]]axo'l(q+l)]7"']7x(r](11)]

+ 26(02)[[- M L IMp, Xo, s - L Xy 1] Xos (o ] - - 1, X))

o1 oy (resp. o) est un “(q,n — q)-shuffle” (resp. “(p, n — p)-shuffle”).

Ce lemme se démontre par une itération de I'identité de Jacobi graduée et de la
propriété d’antisymétrie du grand crochet.
Comme [M,, M,] = [M,, M,], on ala relation

([ (MY ], ] %]

>0 AL My, Mgl xi], 1%

ptq=n+l
=2 > > @l My, [ Mg, %o, - 1 %ot 1] Xotgen ], - 1 %ot
ptq=n+l o
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ou o est un “(q, n — q)-shuffle”

Le résultat suivant relie les jacobiateurs des crochets { -, ..., - }yet {-,..., - }3;
avec les crochets n-aires associés aux composantes d’ordre k du carré de M, M ®) k=
1,2,...,2(2m + 3). En effet, adoptant les notations de [21], désignons par J;; le n-

iéme jacobiateur des crochets { - , ..., - }a et par J5f celuides crochets { -, ..., - }15;
soit {-.,..., -}y le crochet k-aire associé a la composante d’ordre k + 1 du carré

deM,k=0,1,...,22m+3)—1.0na:

Théoreme2  Soit M € NV F); alors :
(1) Lecrochet n-aire associé a MV est égal 3 2(—1)V 1 Cest-a-direVxy, . .., x, €
g M

NFE

{xl, e ,xn}Mmm = 2(—1)(”“)]1’\14(x1, ‘e ,xn).

(2) Le crochet n-aire associé a MPCm3)=(+1) et goql g 2(—1)"D Jxn Cest-a-dire
Yag,...,a, € NF,

{al, N 7an}M(2(2m+3)7(11+1)) = 2(—1)(“1)];}7(0[1, ceey Oén).

Démonstration Ce théoréme est une conséquence des lemmes 1 et 2; prouvons le
point (1). En effet, pourn = 0,0n a:

In(1) = {1} m}n = —{Mo}u

1 1
= —[M,My] = —EM(U = _E{l}M“);

d’ou
{1y = —275(1).

Pourn=1,x€ AF,ona:

T () = {{xtm b + {Mo, x}u

= {[My, x]}um + [[Mo, Mz ], x]

= [My, [My,x]] + [[M2, Mo], x]

= 1/2[[My, M1], x] + [[M2, My], x]
= 1/2[[M;, M;] + 2[M,, My], x]
=1/2[M% x] = 1/2{x} 5

d’ou
25y ={ Imo.

Démontrons la relation dans le cas général; pour cela afin d’éviter toute confusion
dans la suite, nous noterons le signe de Koszul par £¢(o) lorsque les x; sont considérés
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comme éléments de /\ F et nous écrirons tout simplement e(o) lorsqu’ils sont consi-
dérés comme éléments de (/A F)[1], Cest-a-dire

> a(iy<atk) Kot | %ot
go(o) = (=1) ik

et
Za(i)<<7 1%y [= 1) (xoy | —1)
e(o) = (-1) i>k
D’apres le lemme 2, pour x4, ...,x, € A F,ona

([ MY x ] Ll = > L My, Ml 3], ]

ptq=n+l

=2 > > &@)l My, [ Mg, %), - 1 %ot ] Xotgen ], - 1 %ot .

ptq=n+l o

Revenant a la définition des differents crochets et tenant compte, d’apres le lemme 1,
du fait que,

2m+37q+22:1(|xg<k)|71)
[l - Mg, %)), %o ), - - 1 X)) € A F

on obtient

[[ . [M(n+l),x1]; s ];xn]

=2 Z Z 80(0)(—1)0(—1)p{{x0(1), cee 7xa(q)}M>xU(q+l)7 cee 7xa(n)}M

ptg=n+l o

ou
q—1
0=> (a— k(x| —1)
k=1
et
q p—1
p=(p = D(=a+ > (o = D) + D0 = Bxoes—n] = D
k=1 k=2
Simplifions le produit

X o(i)<o(k) [Xo | [Xou |+0+p

eo(@) (=) (=1)F(=1) ik ;
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pour cela calculons tout d’abord 6 + p sachantque p+g=n+1:

q-1 1
0+p=>> (q—k(xm| -1+ (- 1)(_‘1 + 2 (xowl - 1))
k=1

k=1

p—1
+3 (0 = B ([Xogri-n| — 1)

k=2

n—1

=> (=K (lxw|—1) = (p—1)q

k=1

n—1

= (=K (|xow| — 1) — plg+ 1)+ (n+1)

k=1
d’oll
o(0)(=1)’(~1)”

DIPE %o | 1500 |
— 1 a(z%;c}:(k) OIEO) (_I)ZZ;](W*’O(IXU(@\*1)(_1)(*P(q+1)+("+1))

Yol %00y | o0 |
_ (e (1) Z 5 =R =D (_ 1 )pa=1 (1)),

Mais, remarquant que dans ZZ: (n — k)(Jxyk)| — 1) ne subsistent que les termes ot
(n — k) est impair, on obtient finalement

e0(0)(—1)"(=1)” = sign(0)e(0)(— 1) (~1)" ! (~1)P1Y;
ce qui nous permet d’avoir

(L IMYY ], )] = 2(=D)" (=)™ T G e x).
Multipliant les deux membres de cette égalité par (—1)%, on obtient

(=D ([ MY ], ] K] = 2(= D" T (X,

Cest-a-dire
{1,y X bagosn = 2(= 1) T (e %)
d’ou Iégalité désirée.
La démonstration du point 2 du théoréme est analogue a celle du point 1; d’ou le
théoreme. [ ]

Remarque Ce résultat est une application de la version Z-graduée du théoreme 1
de [21] établi dans le cas 7Z,-gradué. Ainsi, si M est de carré nul, c’est-a-dire
MW® = 0,Vk,lescrochets { -,..., - hyet{-, ..., -} vérifientles identités de Jacobi
généralisées. D’otl1 :
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Corollaire2 SiM € /\(zmﬂ)(F) est de carré nul, alors les crochets { -, ..., - }u (resp.
{-,..., - }x) définissent sur (\ F)[1] (resp. (/\ F*)[1]) une structure de Lo -algebre.

Les deux structures définies respectivement sur (A F)[1] et (A F*)[1] par les cro-
chets n-aires associés a M sont en dualité et on passe de 'une a I'autre grace au résultat
suivant :

Corollaire 3 La correspondance suivante

Ly: ooy ) — ST S|

Ll = G Yin

entre la collection des crochets n-aires définis sur \ F et celle des crochets n-aires définis
sur /\ F* est biunivoque et préserve la multilinéarité des crochets n-aires associés a M.

Pour établir cette correspondance entre les deux collections de crochets, il suffit
de remarquer que {-,..., - }a, et {-,..., - }3, . sappliquent respectivement a
n éléments de A\ F et a n éléments de A F*.

Remarque Dans le cas ol [M, M] # 0, comme les crochets [My, My] et

[(M2m+3), Mme3)]

sont tous deux nuls pour cause de degrés, M définit sur (A F)[1] et (/A F*)[1] des
structures de Lo, -algebre d’ordre supérieur a 4m + 4 au sens de [21].
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