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Quelques calculs de traces compactes et
leurs transformées de Satake

G.-V. Nguyen-Chu

Résumé. On calcule les restrictions a I'algebre de Hecke sphérique des traces tordues compactes
d’un ensemble de représentations explicitement construites du groupe GL(N, F), ou F est un corps
p-adique. Ces calculs résolve en particulier une question posée dans un article précédent du méme
auteur.

1 Introduction

Soit F un corps local, non archimédien, de caractéristique zéro de corps résiduel I,.
Soit N un entier positif. Posons G = GL(N) et G = G(F). On note W le groupe de
Weyl de G qui est isomorphe au groupe symétrique Sy. Le groupe G est muni d’une
involution 6 définie par 6(g) = wy'g~'w; ', ol wy est essentiellement I'élément du
groupe de Weyl de plus grande longueur (voir §2.3). On note Gy, 'ensemble des
éléments #-compacts de G.

Soit H{ P'algebre de Hecke sphérique de G des fonctions complexes & support com-
pact, biinvariantes par le sous-groupe compact maximal habituel. Soit S: H —
CIXEY, XE ..., XE1W Pisomorphisme de Satake, ou I'exposant signifie que 'on
prend des invariants. Notons # la partie entiere de % On dispose d’un homomor-
phisme surjectif d’algebres

prCIGTL X XY — el XL X e,

ou W(C,) désigne le groupe de Weyl de type C, qui agit de fagon naturelle sur
Pensemble {X', ... XF'}. 1l est défini par la formule p(X;) = X;sil < i < n,
Xyh_iSiN—n<i<NetlsiN=2n+1,i=n+1.

Soit A une suite de segments de longueur N (voir §2.1 pour les définitions et con-
ventions). Soit Sta la représentation correspondante; elle est 'induite parabolique
normalisée d’un produit tensoriel des représentations de Steinberg St,, et £ St,,, o1 £
est le caractére non ramifié, quadratique, non trivial de F*. C’est une représentation
lisse, irréductible et f-stable de G. Soit A : Sta ~ SteA un opérateur d’entrelacement
convenablement normalisé. Soit trg_. Sta : C2°(G) — (€ la trace tordue compacte

fr— trg_e Sta(f) = trace(A o /G £(g) Sta(g) dg) .

A A on associe une fraction rationnelle en 7 variables Qa (§5.1).
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Supposons que la suite de segments A vérifie ’hypothése suivante: si sa longueur
N est impaire, le nombre des termes inclus dans R est aussi impair. C’est une hy-
pothese mineure, le théoréme qui suit restera valable dans le cas non considéré a
condition de modifier la définition de 'homomorphisme p en posant p(Xxu) = —1
au lieu de 1.

Lobjet de cet article est de démontrer le résultat suivant (Théoreme 5.1).

Théoréeme La fonction Qa n’a pas de péle au voisinage du tore unitaire
T, ={X1, X, ..., X0) € C51X| = Xo| =+ = |X,| = 1}.

Pour tout f € J(, on a égalité

tra,csw):/ SN, X, X)Qa K1 Ko, . X)) d¥X, - d* X,

u

En plus, les poles de Qa sont d’ordre 1 et inclus dans les hyperplans X; = q='Xj, X; =
i jp1<ij<n

Ce résultat résout et généralise un des r$ultats de [NgCh, X.3]. La motivation de
ce probleme provient du calcul des intégrales orbitales unipotentes sur les groupes
classiques p-adiques. Par exemple, lorsque que N impair, disons N = 2n+ 1, comme
Pest indiqué dans [NgCh], les fonctions Qa ci-dessus sont susceptibles d’engendrer
I'espace des transformées de Satake des intégrales orbitales unipotentes stables sur
le groupe Sp(2n, F). Rappelons brievement ce lien. Pour simplifier, posons H =
Sp(2n), H = Sp(2n, F) (rappelons que la lettre G désigne le groupe GL(2n + 1)).
Notons DY . Tespace des distributions stablement invariantes a support unipotent
sur H et ' 'algebre de Hecke sphérique usuelle de H. La relation entre H et G réside
dans le fait que le H est un groupe endoscopique pour G x {6}, ot {6} est le groupe
a deux éléments engendré par 6. Soit S: H' — (C[XllL,Xzi7 o, XEIWG) encore,
I'isomorphisme de Satake pour H dont 'image n’est autre que celle de Thomomor-
phisme p introduit précédemment. On s’attend, entre autres choses, a ce que pour
tout D € Dy, il existe une fraction rationnelle Qp en n variables, n’ayant pas de

unij

pole sur le tore unitaire T, telle que, pour tout f € H’, on ait

D<f>:/ SXXos s Xn) Qo (K1, Ko X) XX - d¥ X,
T,

u

En d’autres termes, la transformée de Satake d’une distribution stable, a sup-
port unipotent sur le groupe symplectique est une fraction rationnelle en n vari-
ables. Cette assertion a été vérifiée pour n = 1 et 2, puis conjecturée vraie en
général. On a ensuite proposé une décription conjecturale de ces fonctions Qp,
donnée dans [NgCh, X.3] dont on rappelle ci-dessous quelques détails. On construit
d’abord un ensemble raisonnable de représentations de G qui sont des cas partic-
uliers de celles considérées dans le présent article. On en déduit, en prenant la trace
tordue compacte de telles représentations, des distributions #-invariantes sur G. En-
suite on transpose ces distributions sur H, au moins au niveau de la transformation
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de Satake de la fagon suivante. Comme H est un groupe endoscopique tordue pour
G, on dispose d’'un homomorphisme de transfert habituel, noté P, de I (I'algebre de
Hecke sphérique de G) vers H'. Les homomorphismes p et P sont certainement liés
par le diagramme comutatif suivant :

H CIXE, X5, .. X, %
E I

N
H —————— CIX{, X5, XF e

Le résultat principal de cet article, énoncé précédemment, établit en particulier une
relation intéressante entre G et son groupe endoscopique H : les transformées de
Satake des traces tordues, compactes des représentations considérées ici de G sont
transférées de fagon attendue vers H par la formule du théoréeme. La description
conjecturale évoquée plus haut consiste a dire que les fonctions conjecturales Qp,
transformées des distributions stables a support unipotent sur H, sont combinaisons
linéaires de ces fonctions Qa qui, eux, sont obtenues a partir des traces tordues,
compactes des représentations sur G. On l'a vérifié pour n = 1,2 et on s’attend que
cela soit vrai en général.

Esquissons le schéma de démonstration du résultat principal de cet article. La
premieére étape est Uapplication d’une formule de Clozel (§5.2) qui s’écrit ainsi, pour
fex

e Sta(f) = D (~1F 1y Stan(l ).

P=MNe®P?

Nous n’expliquons pas les notations ici mais soulignons que la fonction ¢ 0 P appar-
tient a l'algebre de Hecke sphérique de M. On est donc amené aux calculs de traces
tordues sur les modules de Jacquet correspondant aux sous-groupes paraboliques
standard 0-stables de G. Notons que la torsion sur Sta y est définie par 'opérateur
Ap obtenu de A par descente.

La deuxiéme étape consiste a calculer la trace tordue correspondant au sous-
groupe de Borel B = TU des matrices triangulaires supérieures. On décompose
I'espace de dimension finie Sta ;; en somme de sous-espaces caractéristiques Stay =
@X Stayx] ou x parcourt un ensemble de caractéres non ramifiés de T. Mais seuls
contribuent 4 la trace les caractéres non ramifiés f-invariants. Notons €’ I'ensemble
de tels caracteres. On peut écrire

try Stay () %) = > trace(Ay o Stay (S %), Stavx]) -
x€EC?

Soit x € €%, on note c(, A) la trace de la restriction de Ay a Stay[x]. Pour xy =
(X1, X2, - - -, Xn) € € (voir §2.1 pour la notation), on montre que

trace(Au o Stau (G f%), Stavx]) = e A)SCH )X q %, a7 ).
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11 reste a calculer le terme c(x, A). On a déja vu [NgCh] comment le calculer ex-
plicitement dans un certain nombre de cas. A la différence de [NgCh], on ne fixe
pas A et x mais on les fait varier. On établit alors des formules de récurrence qui
calculent implicitement c(x, A). On en déduit quelques propriétés de c(x, A) qui
nous seront utiles pour les calculs ultérieurs, surtout lors de I’étape de Iélimination
des poles.

La troisieme étape est le calcul de la trace tordue relativement a un sous-groupe
parabolique standard f-stable P = MN # B. On définit un ensemble €% des classes
d’équivalence de caractéres non ramifiés de T, puis, pour ¥ € €%, le coefficient
c(x, A) de sorte que

try Stan (X f%) = D el DS )G q7%, .., q ),

el
X€C)

ol pour chaque ¥ € €% on a pris un représentant (x1, X2, . .., xn) € X. On définit
une section Y +— X, puis établit une relation entre c(y, A) et c(x, A) lorsque y est
la section de Y. Cela termine le calcul de la trace tordue try StAN(éﬁ,fB).

La derniere étape consiste a établir la formule du théoréme en utilisant ces cal-
culs. Pour cette fin, on suit la méthode déja utilisée [NgCh]. Remarquons que les
propriétés des coefficients c(x, A) suffisent a éliminer des poles.

Lorganisation de cet article est la suivante. On commence par fixer des notations
et faire des rappels, notamment la normalisation de A. Les deuxiéme et troisieme
sections servent a définir les coefficients c(x, A) et ¢(, A). On y établit des for-
mules de récurrence qui calculent ¢(y, A), ainsi que leurs propriétés. On y donne
également une formule déja évoquée qui calcule c(y, A) a partir de c(x, A). Dans la
derniére section on énonce le résultat principal et sa démonstration dont le schéma
est indiqué plus haut. Enfin, larticle se termine avec un exemple concret qui illustre
ces calculs.

2 Notations et rappels
2.1 Préliminaires

Soit F un corps local, non archimédien, de caractéristique zéro et de corps résiduel
IF;. Notons o 'anneau des entiers de F,  une uniformisante. La valuation val et la
valeur absolue | - | sont normalisées par les égalités val(ww) = 1, |w| = q~'. On pose
kfﬁ, de sorte que | |¢ = —1.

On appelle segment une suite delaforme A = (z,z—1,...,z—n),z€ C,n € N\.
Le terme z est appelé extrémité supérieure (ou extrémité pour faire court) de A.
Dans cet article nous ne considérons que des segments A = (z,z—1,...,z — n) tels
quez = 5 ouz = 5 +e. Il vasans dire que lors que 'on parle de segments, ce sont des
segments de la forme précédente. Une partition est par définition une suite d’entiers
strictement positifs & = (a4, . .., o). Pour un tel segment et une telle partition, on
pose [(A) = n+1,l(a) = 1,s(a) = a; +- - - + ;. On dira que « est une partition de
nsin = s(a). On associe a une suite de segments A = (A, ..., A,) une partition
a = (ay,...,q,) parla formule a; = I(A;).

€ =
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Dans cet article, on utilise une méme notation pour un groupe algébrique et le
groupe des F-points de celui-ci. Considérons le groupe linéaire GL(N). Soient B le
sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures, T le tore diagonal. On
note P Pensemble des sous-groupes paraboliques P contenant B, les sous-groupes
paraboliques standard. Un tel groupe contient un unique sous-groupe de Lévi stan-
dard M, c’est-a-dire contenant T. Ces sous-groupes sont paramétrés par I’ensemble
des partitions de N. On note P(a), M () les sous-groupes correspondant a a. Le
groupe M(a) est donc isomorphe a GL(a1) X - -- x GL(a,) siax = (ay, . . ., ).

On emploiera la notation suivante pour les caractéres non ramifiés du tore diag-
onal T. On écrit x = (x1,X2,---,Xn)> ot x; € C pour tout i, pour désigner le
caractere défini par x(t1,f, ..., tn) = [0 |X |[R2]2 - - - v XY

A un segment A = (z,...,z — n) est associée une représentation  Stp =
|- [7=% Stuy1, la tordue par |det |*~% de la Steinberg St,;. Plus généralement, soit
A = (A, Ay, ..., A,) une suite de segments. Soit &« = (ay,...,q,) la partition
associée comme précédemment. Posons

Sta = Sta, X Sta, x -+ x Sta, = Indg* Sta, @ Sta, @ -+ ® Sta, .

C’est une représentation lisse et irréductible de GL(¢(A)) ou £(A), la longueur de
A est définie par £(A) = Y"1 U(A)).
Enfin, pour X un ensemble, on note |X| son cardinal.

2.2 Algebres de Hecke—Iwahori et Hecke sphériques

Soit N un entier > 1, et posons G = GL(N). Soit K = GL(N, o) le sous-groupe
compact maximal usuel de G et munissons G de la mesure de Haar pour laquelle
le volume de K est égal a 1. On note I le sous-groupe d’Iwahori formé des ¢ =
(gij)i<ij<n € K tels que val(g;;) > 1 pour tous i, j telsque 1 < j < i < N.
Notons W™ le groupe de Weyl d’un sous-groupe de Lévi M de G. Lorsque M = G
nous écrivons simplement W au lieu de WC. Au besoin, on identifie W au groupe
symétrique Sy des permutations de 'ensemble {1,2,..., N}, ou encore au sous-
groupe des matrices de permutations de G.

Notons H! I’algebre des fonctions complexes sur G, a support compact et biinvari-
antes par I. Cest 'algebre de Hecke—Iwahori de G. Pouri = 1,...,N — 1, notons s;
la symétrie élémentaire qui échange i et i + 1. Lalgebre H est alors engendrée par des
éléments {1, }iz1, n—1 et {Xiil }iz1, n. Pour tous i, j, on a les relations suivantes

(Ts,' + 1)(Ts, - q) =0, TS,'H Ts, T, = Ts,- Ts,-H Siv X1X] = Xin7

XiTs]-:TSin Sii#jvj'i—la

i+1

XiT, = Ty Xin — (@ — DX;, XinT,, = Ty X; + (g — DX

Ces relations forment un systeme complet de relations [Ro, §1]. Soit w € W et soit
w = s;---s; une décomposition réduite de w, 'élément T,, = T, - - - T, est alors
bien défini. Concrétement T, est la fonction caractéristique de 'ensemble Iwl. Les
éléments T,,, w € W forment une base d’une sous-algebre de H(G,I) que 'on va
noter par H},.
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On note H Palgebre des fonctions complexes sur G, a support compact et biin-
variantes par K. C’est Palgebre de Hecke sphérique de G. Il existe un isomorphisme
de Satake

S: H — CIXE, .. xEY
f—S(f),

ou le membre de droite est la sous-algebre des polynémes invariants par le groupe
symétrique qui agit par permutation des variables.

2.3 Involutions ¢

Pour tout entier N > 1, introduisons I'involution 8 sur GL(N) de la fagon suivante.
Posons w = (a; j)1<i j<n OU

ai’j:() Sii-i-j;l'él\/'+17
ainn_i = (1)L
On définit alors 6 par la formule

0: GL(N) — GL(N)
g —_ W(tg—l)w—l
Remarquons que 'on a désigné ces involutions sur les groupes linéaires par une
méme notation 6. Espérons que cela ne crée pas de confusion par la suite.

2.4 Traces tordues, traces tordues compactes

Soit (7, V) une représentation lisse, irréductible de GL(N). On dira qu’elle est
f-invariante s’il existe un opérateur A € End¢(V), qui est alors unique a un scalaire
pres, tel que pour tout g € GL(N) on ait 'égalité A o w(g) = m(6(g)) o A. Soit f une
fonction continue, a support compact sur GL(N). On définit alors la trace tordue
trg m(f) comme trace de 'opérateur fGL(N) Aom(g)- f(g) dg.

Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard f-invariant de GL(N). Alors,
Popérateur A induit un opérateur, que 'on notera Ay, sur le module de Jacquet Vi
qui entrelace Ty et 7% (sans que celui-ci soit irréductible). On définit de fagon ana-
logue la trace tordue try my.

On dira qu'un élément ¢ € GL(N) est #-compact si toutes les valeurs propres de
g6(g) ont la méme valuation. Notons GL(N)y_. I'ensemble de tels éléments qui est
ouvert et fermé dans GL(N). Pour une fonction f comme ci-dessus, on définit la
trace tordue compacte trg_. 7(f) comme trace de I'opérateur

/ Aon(g)- f(g)dg.
GL(N)g—
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2.5 Représentations considérées et normalisation de A

Soit A = (A1, A, ..., A;) une suite de segments. Posons N = ¢(A). SoitR = LV
le sous-groupe parabolique de GL(N) correspondant a la partition associée a A,
(§2.1). Soitn = (n1, M2, - - ., ) le caractere non ramifié du tore diagonal de GL(N)
défini comme suit. Ecrivons A; = (z,z; — 1,...,z; — n;) et posons

77:(21721 - 1)"'721 — M, 22,2 — 1)"'azt_nt)'

Soit (Sta, V) la représentation construite comme en §2.1. On a déja dit que Cest
une représentation lisse, irréductible de GL(N). En plus, on vérifie aisément qu’elle
est f-invariante. L'espace V! des invariants par le sous-groupe d’Iwahori I est isomor-
phe a un sous-espace de Hl, sur lequel agit 'algébre de Hecke-Iwahori H et donc
aussi la sous-algebre Hl,. Identifions V! a ce sous-espace. Lespace V! contient alors
la droite engendrée par 'élément § = Y .\, (—q)~"*'T,, [NgCh, Corollaire I1.3.3].

Lopérateur d’entrelacement A conserve cette droite. On normalise A de telle sorte
que quil fixe 4.

3 Les coefficients c(y, A)
3.1 La définition

Fixons une suite de segments A. Soient (Sta, V) la représentation correspondante
et A € End¢(V) lopérateur d’entrelacement normalisé comme en §2.5. Considérons
le module de Jacquet Vy correspondant au sous-groupe de Borel B = TU. Cest
un espace de dimension finie. Soit x un caractere non ramifié du tore diagonal T et
définissons 'espace caractéristique relativement a y par la formule

Vulx]l ={v € Vy;3dn e Ntqpourtoutt € T, (Stay(t) — x(#)Id)" - v = 0}.

Notons C? Pensemble des caractéres non ramifiés et f-invariants de T. Si xy € €7
I'opérateur Ay conserve Vi [x]. On définit alors c(y, A) comme trace de la restric-
tion de Ay a Viy[x]. Si x ¢ €%, on pose c(x, A) = 0.

Faisons la remarque suivante. Soient L le sous-groupe de Lévi standard et n le
caractére non ramifié du tore diagonal associés & A,(§2.5). Lespace Viy[x] est non
nul si et seulement s’il existe un

w € [W/W!] = {w € W ; w de longueur minimale dans wW'}

tel que x = wr). Par conséquent, c(x, A) = 0 sauf s’il existe un w € [W /W] tel que
X = wn.

3.2 Formules de récurrence calculant les c(y, A)

Dans cette section, on fixe un caractére Y € C’. D’aprés la remarque qui suit la
définition de ¢(x, A), si x1 nest extrémité d’aucun segmentde A, alors c(y, A) = 0.
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3.2.1 Premiere formule de récurrence

Introduisons d’abord la notation suivante : soit A = (z,z—1,...,z—n) un segment.
Onpose A" =(z—1,z—2,...,—z—n+1).

Supposons qu’il existe un seul segment de A tel que x; en soit 'extrémité supéri-
eure, disons A;. Introduisons alors la suite de segments A obtenue de A en rem-
plagant A; par A;". Notons que O(A) = N — 2. Posons ¥ = (X2, X31 - - s XN_1)-

Proposition 3.1 On a I’égalité
(3.1) (X, A) = e(¥, A).

Démonstration Soit Q = MN le sous-groupe parabolique standard de GL(N)
paramétré par la partition (1, N — 2, 1) de sorte que M ~ GL(1) x GL(N — 2) x
GL(1). Soit (Stx , \7) la représentation de GL(N—2) associée a Aet posons T = x1®
Stx ®@xn- Lespace de représentation de 7 est donc V et 7 est une sous-représentation
du module de Jacquet Vy qui en plus, est invariant sous Ay. En plus la restriction de
Ay aV coincide avec A, Poprérateur d’entrelacement pour Stx. D’autre part, d’apres
un calcul sur la filtration de Bernstein—Zelevinsky, on a I’égalité Vi, [x] = Vieml X]-
D’ou le résultat. ]

3.2.2 Deuxieéme formule de récurrence

Supposons maintenant qu’il existe au moins deux segments d’extrémité x;. Quitte a
réarranger les A;, on peut supposer que A; = A, (les premier et dernier segments de
A) ont pour extrémité (supérieure) ;. Posons m = £(A;). Soit Q = MN le sous-
groupe parabolique de GL(IN) associé a la partition (m, N —2m, m) de sorte que M =
GL(m) x GL(N — 2m) x GL(m). Posons A= (As, Az, ..., Ar_1). Soit (Stg,f/)
la représentation de GL(N — 2m) associée a A. Posons 7T = StA @ Stx ® Sta. On
a donc Stp = Indg LN) = Soit E Pespace de représentation de Sta. Soit A,, €
Endc(E), A € End((\~/) les opérateurs d’entrelacement normalisés. Identifions V a
Pespace des fonctions f: GL(N) — E®V QE telles que f(mng) = 5}1,/2(m)7r(m)f(g)
ou dp est la fonction module de P, pour tousm € M,n € N, g € G.

On définit I'opérateur B: EQ V ® E — E® V & E par la formule Ble @ v® f) =
An(f) ® A(v) @ A (e) pour touse, f € E,v € V. Lopérateur A est alors défini par
A(f)(g) = B(f(0(g))) pour tous f € V,g € GL(N). Remarquons que B entrelace
7 et . Pour tout caractére non ramifié f-invariant ¢ de T, on définit b(() comme
trace de la restriction 'opérateur By a Uespace caractéristique (E® V@E)unm [<].

Par application de la filtration de Bernstein—Zelevinsky, le module de Jacquet Vy,
est filtré par 'ensemble

(W/WM] = {w € W ; w est de longueur minimale dans wW™ }.

Le gradué F,, correspondant a un élément w € [W /W™] est isomorphe a 7y ©
Adw™L. D’ott une filtration de Viy[x] par des F,,[x]. Le gradué de Ay envoie F,,[x]
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vers Fp(,)[x]. Ainsi seuls contribuent  la trace les facteurs F,[x], w € [W/WM]
tels que (w) = w. Fixons un tel w. Laction du gradué de Ay sur le facteur
F,[x] ~ murm 0o Ad w1 [x] =~ myam[w '] sidentifie a celle de By sur 'espace
caractéristique Ty [w ™ x]. On en déduit

(32) A= > bw 'y
we[w/wM)
Ow=w
Explicitons la précédente égalité. Notons J 'ensemble des couples de suites d’en-
tiers (i = (in)1<i<m,J = (j1<i<m) ot m = £(A;), telles que

1< <ip <+ <1y <N,

1<j1 <<+ <jm<N,
Xi=Xj =x1—1+1,
i+ jm_i =N+1,

pourtout! = 1,2, ..., m. Pour (i,j) un tel couple, posons x le caractére non ramifié
obtenu de x en supprimant tous les x;,, x j,- On déduit la suivante de I'égalité. (3.2)

Proposition 3.2 On a I’égalité

(3.3) v A) = > ¥ A).
(i,j)ed

3.2.3 Quelques conséquences

Remarquons que pour le cas suivant A est réduit & un seul segment A = (0) et
x = (0), autrement dit Sta = St; et x est le caractere trivial de F*, alors le coefficient
c(x, A) est égal a 1. Les formules (3.1) et (3.3) calculent donc par récurrence (sur la
longueur de A), en principe, les coefficients c(x, A).

Soit A une suite de segments et Y € C?. Soit Al, resp. AL, la suite de segments
obtenue de A en ne gardant que les segments contenus dans IR, resp. dans R + e.
On définit de fagon similaire les caracteres x! et x!'. On déduit aisément le résultat
suivant par récurrence des formules (3.1) et (3.3).

Proposition 3.3 On a lidentité

cx, A) = c(x', A", AM).

Soit A une suite de segments qui sont tous inclus dans R, on pose A€ la suite
de segments obtenue de A en remplagant chaque segment (z,z — 1,...,—z),z € R
par (z+e,z—1+¢€,...,—z+¢€). Soit x = (X1,X2,---»Xn) € C% on pose x© =
(x1+e€x2+¢€...,xn+e€). Alorsil est facile de voir que c(x, A) = c(x, A°). Cette
remarque, jointe a la proposition précédente montre qu’il suffit de se restreindre aux
cas out A ne contient que des segments contenus dans R.

On a le résultat suivant.
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Proposition 3.4 On suppose que N > 4. Soit 1 < i < Y et soit x € € tel que
Xi — Xi+1 # 1. Posons x' = sisn_ix sii < 5, six sii = 5, N pair et sisis15;X si
i= %,N impair. On a Pégalité

N
2

(3.4) cx, A) =c(x’, A).

Remarquons que pour N < 3, I’énoncé ci-dessus devient trivial. De méme, lors
que x; (ou x7, ce qui est équivalent) n’est pas 'extrémité d’un segment de A, alors
cx,A) =c(x’,A) =0.

Démonstration On va procéder par récurrence sur £(A). Supposons que la propo-
sition est vraie pour tous A,y € € tels que £/(A) < N. Soient A de longueur N
et x € C% Nous dirons que (), A) vérifie la propriété (P,) si x; est extrémité
(supérieure) d’un seul segment de A et (P,) dans le cas contraire.

Supposons que (x, A) vérifie la propriété (P;) eti > 1. Alors il suffit d’appliquer
la formule (3.1) et ’hypothese de récurrence pour obtenir ’égalité cherchée.

Supposons que (, A) et (x’, A) vérifient (P;) et i = 1. Les éléments x, X2 sont
donc extrémités de deux uniques segments, disons A, A,. Rappelons que pour tout
A=(zz—1,....,.z—k)onadéfini A~ = (z—1,z—2,...,z— k+1). Comme
X1 — X2 # £1, x1 et x2 ne sont pas extrémités des segments A7, AJ. Posons
X* = (3, X45- -y Xn—2) et A" = (AT, AT, As, ..., Ay). On peut appliquer deux
fois la formule (3.1) a (x, A), et on obtient c(x, A) = c(x*, A*). Le méme raison-
nement s’applique a (x’, A) et on obtient aussi c(x’, A) = c(x*, A*), d’ou I'égalité
cherchée.

Supposons maintenant que i = 1, (x, A) vérifie (P,), tandis que (x’, A) vérifie
(P1). Sans perte de généralité, on peut supposer que les extrémités de A;, A, sont
égales a x1, celle de A; a x,. Notons J 'ensemble des couples de suites (i, j) corre-
spondant a (y, A) comme dans la proposition 3.2. Pour (i,j) € J, soit x¥ le car-
actere obtenu de x en supprimant tous les x;, xj,! = 1,2,...,m, et soit A =
A —{A;,A;}.Ona

(3.5) v A) = > ¥, A).
(i,j)€d

Posons J' = {(i,j) €J;i;=1ouj, =1},9> =T —J. Onax¥ = (x2,...,xn_1)
si (i,j) € I et (i, X2, - -5 XN—1, XN) si (1,j) € T? (car x, nest égal ni a x; ni a
X1 — 1). Définissons x* comme le caractere obtenu de ¥ en supprimant IR %
si (i,j) € 7%, Xizj, X?,% si (i,j) € J2. Soit A la suite de segments obtenue de A en
remplacant A, par A . Soit (i,j) € J'. Alors d’apres la formule (3.1), on a

0, A) = c(x*, A,

Soit (i,j) € J? et écrivons x\J = (x1, X2, .., XN_1, Xn). Alors par application de
I’hypothese de récurrence, puis la formule (3.1), on a aussi

C(Xija A) = C((XZ,le <5 XN XN*l)v 5) = C(Xij.*a A)
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Soit x* le caractére obtenu de x’ en supprimant x| et x5 (i.e, X2, —X2). Posons
A* = A — {A} U{A]}. Daprés la formule (3.1), on a c(x’, A) = c(x*, A¥).
Soit (i,j) € J, on définit le couple (i*,j*) par la formule

i,j") =
((11 _1711m_1)7(]1_17>]m_1)) Siil 75 17j1 # ]-7
((i],iz—l,...,im—l),(jl _17---ajm—1 _lvjm_2)> Si1.1 :lajl 7& 1)
((11 _17---;im—1_1aim_2)7(jlaj2_1a-~-7jm_1)) Siil 7é1aj1 =1
Alorsles couples (i*,j*) pour (i, j) € J sont celles de la proposition 3.2 pour le couple

(x*, A%). Pour (i,j) € J,_soit x*¥ le caractére obtenu de x* en supprimant les
Xj+» Xj-- Remarquons que A = A* — {A, A;}. On déduit de la formule (3.3)

(3.6) AN = D eyt A).
(i,j)ed
On vérifie que x*V = x* et le résultat cherché découle des égalités (3.5) a (3.6).

Le dernier cas ol 1, X2 sont chacun une extrémité de deux segments se démontre
de facon similaire. ]

4 Les coefficients c(y, A)

Dans cette section, nous fixons une suite de segments A = {A,A,,..., A} de
longueur N = 0(A;) + --- + £(A;). Nous gardons les notations (Sta,V) comme
précédemment. Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard #-stable de
G = GL(N).

4.1 VLaction de Ay sur le module de Jacquet Vy

Commengons par le résultat élémentaire suivant.

Lemme 4.1  Soit (p, E) une repésentation lisse de longueur finie de M. Supposons
qu’il existe un opérateur inversible B € Endc(E), qui entrelace p et p’. Il existe alors
une filtration de M-représentations 0 = Ey C E; C E; C --- C E,, = E telle que

(i)  Les E; sont stables par B.
(i) Posons E; = E;/E;_, et soit p; le sous-quotient correspondant. Notons B; Lopéra-
teur sur E; déduit de B. Alors pour tout i, la représentation E; est
(a) soit irréductible,
(b) soit somme directe de deux représentations de M : E; = E} & E telles que
B,(E}) = EN, B;(E") = E..

Démonstration On procede par récurrence sur la longueur de p. On choisit une
sous-représentation irréductible quelconque F; de E. Si F est stable par B, on pose
E; = F et on conclut par 'hypothése de récurrence sur E/F. Si F n’est pas stable par
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B, alors B(F) est aussi une sous-représentation irréductible de M et on a forcément
FN B(F) = {0}. On pose E; = F @ B(F) et on conclut par récurrence sur E/E;. N

4.2 La définition

Appliquons le lemme 4.1 3 E = Vy, le module de Jacquet relatif a P de Sta, et
B = Apn. On peut donner quelques propriétés de cette filtration en utilisant celle
de Bernstein—Zelevinsky. Notons [WM\W /W] 'ensemble des w € W tels que w
est de longueur minimale dans les classes wW!, WMw. Lespace Vy est filtré par
[(WM\W /W] dont la composante correspondante a w, que I’'on notera par F,,, est
isomorphe a Ind}{,,gw—1 TLAw- 18w © Ad(w™1). Ainsi les représentations p; ou p}, pl!
sont des sous-quotients irréductibles des composantes F,,.

On définit une relation d’équivalence ~p sur ensemble des caractéres non ram-
ifiés du tore diagonal de la facon suivante: y ~p x’ si x = wy’ pour un certain
w € WM, Soit ¥ une classe d’équivalence pour cette relation. Soit ¢() I'ensemble
des entiers i, 1 < i < m telles que E; soit irréductible, isomorphe a un sous-quotient
de Indll\{an X ou x est un certain élément de la classe x. On définit ¢(x, A) par la
formule

(4.1) c(x,A) = Z trace(B;, EX™),
i€u(x)

ot trace(B;, Ef(M) désigne la trace de la restriction de B; a Ef(M .
On montrera que cela ne dépend pas du choix de la filtration ayant les propriétés
du lemme précédent (voir corollaire 4.5).

Lemme 4.2  Soit x tel que X et 0(x) ne sont pas équivalents pour la relation ~p. Alors
aucun sous-quotient irréductible de Indg, x nest O-stable.

Démonstration Soit ¢ un sous-quotient irréductible de Ind]l\;/lm v X- Alors o est un
sous-quotient irréductible de Indﬁ?m v X Si g est @-invariant, Indlgfﬂ M X et Indfn v X!
ont pour ¢ comme commun sous-quotient irréductible. Mais cela force que x ~p
0(x), d’ou le lemme. [ |

Notons €% I'ensemble des  tels que la classe ¥ contiennne un caractére f-invar-
iant. D’apres le lemme précédent, si y ¢ (‘3}9), Pensemble ¢(x) est vide. On en déduit
le résultat suivant.

Corollaire 4.3 Six ¢ €5, alors c(y, A) = 0.

4.3 Une section y — x

Nous étendons ordre naturel < sur RUR + € de la fagon suivante : on dit que x < y
siRex < ReyouRex =Reyety € R,x = y + €. Evidemment,x < ysix < yau
sens précédent oux = y.
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Soit @ = (a1, as,...,q,1) la partition de N paramétrant P. Le groupe P est
f-stable signifie que a; = a,_; pour tout i. On définit les intervalles 3(«;) =
{ar+aa+- +ai,a+a+ - +ai+ 1., +a+ -+ o)

Soit Y € €. Alors il existe un unique caractére f-invariant

X:(XlaXZa"'aXN) EX

tel que la suite x1, X2,..., Xm» OU N = [%] si r est pair, resp. X1, X2, .- Xn, 0, Si 7
est pair, soit croissante (au sens qui a été défini plus haut) sur chacun des intervalles
Y (e;). Concretement

(i) Lasuite Re x1,Re x2,...,Rex, est croissante sur chacun des segments X(c;),

(ii) Pour tous j < j’ deux entiers appartenant 4 un méme intervalle X(«;), i <
[5] tels que Rex; = Rex;j, alors x;» € R + € implique x; € R + €. En d’autres
termes, il n’existe pas deux entiers j < j’ appartenant & un méme intervalle tels que
Xj = 2, Xj’ = z+ € pour un certain z € R.

(iii) Pour touti, x; = —Xn+1—; mod 2e.

On dira que le caractere x est la section de x (pour la projection évidente de
(G Gf; et écrira xy = secp().

4.4 Relations entre c(x, A) et c(y, A)

Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard #-stable. Soit Y € C%, et posons
X = secp().

Proposition 4.4  On a I’égalité

(4.2) c(x, A) = |{w € Stabym(x) ; 0(w) = w}|c(x, A).

Démonstration de la proposition 4.4 Reprenons une filtration {E; };=; _ relative-
ment a Popérateur B = Ay, comme dans le lemme 4.1. On obtient une filtration de
T-modules de Vy; stable par Ay 0 = (Eg)unm C (E1)unm C -+ C (Em)unm = Vu.
On en déduit une filtration de T-modules de Vi [x] stable par Ay

0 = (E))unmlx] C (EDunmlx] C -+ C (En)unmlx] = Vulxl.

Notons Ay ; Popérateur déduit de Ay sur (Ei)unm/(Ei—1)unm et An; Popérateur
déduitde Ay sur E;/E;_1. Ona

(4.3) O, A) = Z trace(Auv i, (E))unm/(Ei—1)unmlXx])-

1<i<m

Soit 1 < i < m. SiE; = E;/E;_, est somme directe de deux représentations

irréductibles E! & E!! telle que Ay ;(E}) = EI', Ax;(EM) = E alors

(Edunm/(Ei—1)unmlx]
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est aussi somme de deux représentations (qui ne sont pas nécessairement irréduc-
tibles) auxquelles Ay ; agit par permutation. Pour un tel i, on a

(4.4) trace(Ay i, (Ei)unm/(Ei—1)unm(x]) = 0.

Soit i tel que E; est irréductible #-invariante. Donc E; est un sous-quotient irré-
ductible d’un facteur F,, C Indjh,, wn de la filtration de Bernstein—Zelevinsky. Si wn
et x ne sont pas équivalents, alors (E;)una/(Ei—1)unm[x] = 0, et on a aussi

(4.5) trace(Ay i, (Ei)unm/(Ei—1)unm(x]) = 0.
On déduit des égalités (4.3), (4.4), (4.5) :
(4.6) O A) = Y trace(Au i, (Eurm/(Ei-D)urm[x])
i€u(x)

ot, rappelons-le, t() est I'ensemble des i,1 < i < m tels que E; soit un sous-
quotient irréductible et #-invariant de Indj,, X-

Lemme 4.6  Soit £ = (&1,&,...,EN) un caractére non-ramifié du tore diagonal de
GL(N,F) tel que Re&; < Re&, < -+ < Reé&y. Soit p lunique sous représentation
irréductible sphérique de IndBG LN ¢ Alors on a Pégalité :

(Ind§*™ &)y [€] = pyl€].

Démonstration Consisdérons les sauts de la suite Re £, Re &, . .., Re&y. Ecrivons

Refl == Reﬁal < Refaﬁ—l == Refaﬁ—az <= Reg(y1+az+~-+ar

ouN=a;+a,+ -+ .

Soit P = MN le sous-groupe paraboli%ue de GL(N) correspondant a la partition
(a1,0,...,0,). Posons (m,V;) = Indg L) & (0,V,) = Ind%’ImM £. D’apres un
résultat de Zelevinsky, o est irréductible.

Montrons que o est un sous-quotient du module de Jacquet py. Rappelons la
filtration de Bernstein—Zelevinsky de my. Par définition V; est 'espace des fonctions
f: G — Ctelles que

f(tug) = 5é(t)§(t)f(g) pourtoust € T,u € U,g € GL(N).
Pourw € WM\W, posons d(w) = dim Bw—'P — dim BP. Soit
Vi ={f € V,; f asupportdans U,.qu)>; Bw 'P}.

Alors --- C V| C Vo = V.. Pour tout i le quotient (V;/V;;1)n est isomorphe a la
somme directe des Indj-,, w&, w € WM\W,d(w) = i + 1. Pour w = 1, on obtient
o comme sous-quotient de Vy. Pour montrer que py est sous-quotient de py, il
suffit de montrer que V), contient un élément f tel que supp(f) N BP # &. Mais un
élément fixé par le sous-groupe compact maximal appartient a V, et ne s’annule pas
en 1, d’ou le résultat.

On en déduit que oy €] est sous-quotient de py [€]. Mais en utilisant les filtra-
tions de Bernstein—Zelevinsky, on montre aisément que dim oyny[£] = dim 7y [£],
d’oti le lemme. ]
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D’apres le lemme 4.6, si i € () tel que E; ne soit pas sphérique, alors
(E)unm/(Ei—1)unmlx] = 0. Pour un tel i, on a

(4.7) trace(Au i, (E)unm/(Ei—1)unmlx]) = 0 = trace(Ay;, EX™).

Soit maintenant i € (%) tel que E; soit irréductible, f-invariant, isomorphe a
P’unique sous-quotient sphérique de Indj-,, x. On a le lemme suivant.

Lemme4.7  Soit (p,E) lunique sous-quotient irréductible Indy,, x tel que
EXOM £ 0. On suppose que p est O-invariant et soit A un opérateur qui entrelace p
et p. Notons Ay Popérateur sur Eyqy déduit de A. On a Pégalité

trace(Aunm, Eunmlx]) = |[{w € Stabym (x); 0(w) = w}| trace(A, EK™M).

Démonstration Notons F lespace de représentation de Indj,, x Cest-a-dire,

Pensemble des fonctions continues f: M — C telles que f(tum) = 5;QM(t)X(t)f(g)
pourtoust € T,u € UNM,m € M. Comme la suite {Re X,-}izlw_,N est croissante,
il y a une injection (p, E) — (Ind]gmM X, F). D’otl aussi une injection Ey < Fy. On
construit un opérateur Ar € End¢(F) par la formule Ar(f)(g) = f(6(g)) pour tous
f € E g € G. Cet opérateur conserve E. La restriction de Ar a E, qui est non nulle, est
donc un multiple de A. Moyennant le lemme 4.6, il suffit donc de démontrer I’égalité
du lemme en remplagant E par F et A par Ap. Mais le calcul de Agpny est facile et la

preuve de cette analogue de I’égalité du lemme aussi. ]

La preuve de la proposition découle alors des égalités (4.1), (4.6), (4.7) et du
lemme 4.7. [ |

5 Le théoreme
5.1 Enoncé

On se donne une suite de segments A. Posons N = ¢(A) et n la partie entiére de
. Faisons I'hypothése suivante sur A : le nombre des termes de A inclus dans R
est de méme parité que N. Sous cette hypothese, si N est impair, les y € €/ tels
que c(x, A) # 0 vérifient x,+; = 0. Notons que C’est une hypothése mineure, le
résultat principal restera valable dans le cas non considéré ici a condition de modifier
légerement la définition de p (voir §1).

Définissons une fraction rationnelle Qa en n variables de la fagon suivante. Eeri-
vons X pour (X1, X, ..., X,). Pour x € €%, on définit

1
(5.1) QX) = ——+~ _— =
1 — anXn i:ll_[nfl 1— qX17XI+lXiXi+1

,,,,,

Posons QY™ (X) = m > wewc,) Qu(wX) ou action du groupe de Weyl de type

sym

C, est la plus évidente. Enfin, on pose Qa = ereﬁ c(x, A)QY
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Soit X = (x1,%2,...,%,) € (RX)". On définit
Ty = {X € C"5 %] = 3, %] = 20, [ = .}

On le munit de la mesure usuelle pour laquelle son volume total est égal a 1. Pour
simplifier, on écrit T, quandx = (1,1,...,1).

Soit JH l’algebre de Hecke sphérique de GL(N). Notons S 'isomorphisme de Sa-
take S: H — C[XF!, XF!, ..., X' %", On définit un homorphisme d’algebres

pr CIXEL X XS — eixEL XL X e

par la formule p(X;) = X;sil < i < n,X&il_i siN—n+1<i< Netlsi
N=2n+1l,i=n+1.

Théoreme 5.1  Soit A une suite de segments vérifiant Uhypothese indiquée en début
de ce paragraphe. La fonction Qa n’a pas de pdle au voisinage du tore unitaire T,,. Soit
f € 3, on alégalité

g Sta(f) = /T PS(F(X)Qa (X) d*X.

En plus, les poles de Qa sont d’ordre 1 et inclus dans les hyperplans X; = qilXj, X =
gt i# ,1<i,j<n

La démonstration de ce résultat occupe le reste de cet article. Elle fait appel aux
calculs des coefficients c(x, A), la formule de Clozel, et elle suit le schéma des preuves
des résultats analogues [NgCh]. Pour alléger la rédaction, on supposera que N =
2n + 1, le cas N = 2n étant similaire.

5.2 La Formule de Clozel

Soit 7 une représentation lisse, irréductible, et §-stable de G. Soit A un opérateur qui
entrelace 7 et 7. Soit P = MN € PY. Notons ay, I’algebre de Lie réelle du centre
de M, et H: M — ay; Papplication de Harish-Chandra ; nous la définissons par
|x(m)| = g~ HM) | De fagon similaire, notons af; le sous-espace des #-invariants
de ays, ou, par abus de langage, 6 désigne 'opérateur sur ’algebre de Lie déduit de
Popérateur  original. On définit H’: M — af, par la formule H’ = H + 6 o H.
A N est associé un systeme de racines simples dans ay;. Notons 75, 75 les fonctions
caractéristiques de la chambre de Weyl positive, chambre de Weyl obtuse positive
respectivement, associée a ce systeme de racines simples. On note a% la dimension de
af,. On pose ¢§ = 75 o H,(§, = #§ o H’. Soit f € Hyus1, on note 7 le terme
constant de f le long de P. On a I’égalité

(5.2) try_em(f) = Y. (D)% %y my((f ).

P=MNeP?

C’est la formule de Clozel, adaptée & notre situation [NgCh, Théoreme 1.3.2.].
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5.3 Décomposition de try_, 7(f) suivant x € ¢’

Appliquons la formule (5.2) a 7 = Sta. Pour P = MN,P # B un sous-groupe
parabolique standard 0-stable, calculons le terme try Sta 5 (¢ 1{0, f?). Fixons une filtra-

est K N M invariante. On a

try Stan(ClfF) = > ek, A) trIndyly X (K fP),

xeeh
ou x = secp() pour tout .
On peut donc écrire
try_Sta(f) = > . A)D(S)
XECY t.q c(x,A)#0
ou
o0 c(x,A) N
D(f) = 3 (—1)% “Gc(;c’ﬁtrlndgmM X
P=MNe?’ t.q ’
x=secp(X) pour un )‘(E(?f,
_ 3 (=1~ tr Indj, X(& /")
PeMes [{w € Stabym(x) ; 0(w) = w}|’

x=secp(X) pour un )'(6@?,

Notons que la derniere égalité vient de la formule (4.2).

5.4 Calcul de D,

Posons
Y ={1,2,...,n},
Y ={ieX;xi <xinl,
) ={ie¥;xi=xin}
Y<(x) =20 UE=(0)-
Pour a = (ay,qs,...,q,_1) une partition de 2n + 1 telle que o; = «,_;, on
pose 2 =% — {aj, a1+ qz,...,a1 + @y + -+ + @z }. Notons P le sous-groupe

parabolique standard paramétré par «. La correspondance {2 — Pq, entre les sous-
ensembles de X et les sous-groupes paraboliques standard 0-stables, est bijective.
Pour un P, = MN, le caractere x est la section d’un certain Y € Gf,” si et seule-

ment si Q C Y<(x). D’autre part, le terme (—1)“f’_“g dans la formule de Clozel se

calcule par la formule

0

(5-3) (—1)“&27“2 = (_1)‘9‘“1
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<
> . 1= de sous-ensembles de

1771

Pour i € 3, on définit les fonctions caractéristiques 1
7" par les formules

0 simy+my+---+m
> 1
11' (ml>m27"'7mn):{

1 sim+my+---+m >0,

1 sim+my+---+m; <0,
amn): .
0 simy+my+---+m>0.

Plus généralement, pour 2 C %, on pose

15=]]1v &

ieQ

2N

<

St
ieQ

On a le lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.2 Soit f € H tel que pS(f)(X1, Xz, ..., Xp) = D e Am X" X532 - - X0,
Soit ) C X et soit P = MN le sous-groupe parabolique standard 0-stable correspon-
dant. On a lidentité

PSR X1, Koy X) = D 15 q(m)dm X[ X3 - X,
meZ"

On pOS€ <X,l’l’1> = X1t + Xamyp - - + XnMy.
On déduit du lemme précédent le résultat suivant.

Corollaire 5.3 Avec les mémes notations que dans le lemme précédent, on a I'égalité :

(5.4) trIndyy XG4 D) = D 15 o (m)dmg~ ™
mezt

En effet, le terme tr Ind},, x(C4 f7) se calcule facilement en termes de la trans-
formation de Satake, on a I'identité

trIndj X(C 1) = SCE @ q7%, .. g ).
Posons
(5.5) w(€2, x) = [{w € Stabym (x); 0(w) = w}|.

Des égalités (5.3), (5.4), et (5.5), on obtient
Dy(f) = (=1)" > I(x)(m)dmg~ ™,
me/"

ou
0= (D"w@Qx) 15 .
QCE<(x)

https://doi.org/10.4153/CJM-2008-020-8 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2008-020-8

430 G.-V. Nguyen-Chu

5.5 Simplification de I(x), cas Re x, > 0

Dans ce paragraphe, on suppose que Rey, > 0 ; le cas contraire sera discuté au
paragraphe suivant. On a donc n ¢ ¥<(x). Pour simplifier, on écrira ¥ pour
Y <(x), etc. On identifie désormais x a son tronqué (X1, X2, - - - , Xn)-

Soit 2 C N*. On note W(Agq) le groupe des permutations de N* (ou de
{X; ;i € N*}) laissant stable 2 et fixant point par point N* — . Pour  C N* un
sous-ensemble connexe, on pose Q7 = QU {supQ + 1}.

Rappelons que 'on a posé ¥ = {1,2,...,n}. Soit Q@ C ¥ et supposons n ¢ (.
Soit Q@ = Q; UQ, U --- U Q) sa décomposition en composantes connexes. On pose

W =W(QH) x W(QI) x - x W(Q).
Pour Q2 C X<, posons 2= = QNE_, Q. =QNXE_, etc.

Lemme 5.4 Onal'identité w(), x) = \WQ: |

Démonstration Pour I' C 3, on pose 'T' = {2n +2 — i;i € T'}. Par définition,
le groupe Pg correspond a la partition de {1,2,...,2n + 1} en les sous-ensembles
suivants :

i QLYY i=1,....s;
(i) {j}oul < j < 2n+1 tel que j n’ appartienne a aucun des ensembles
précédents.

Ainsi, le groupe de Weyl du Lévi standard M de P, est
WM =W (Agy) X -+ x W(Agr) X W(Aigs) X -+ x W(Aigy) =W x 0(W®).

On en déduit w(Q, ) = [{w € W ; wy = x}|.
OnaW®= = WNW>=. Un élément de cet ensemble appartient a W et conserve

x. Inversement, soit w € W tel que wy = x. Ecrivons w = (wy,...,w,),w; €
W(AQ!T). On peut fixer i et prouver que w; € W(AQT) N W= Ecrivons Qr =
{a,a+1,...,b}. Puisque Q C ¥<,onax, < Xan < -+ < xp. Considérons les
coupures de cette suite ; écrivons X, = - = Xa, < Xay+1 = " * = Xay < *** = Xa,
(a; = D). Puisque w; est une permutation de 2 qui conserve Y, elle conserve chaque
intervalle {a, ..., a1}, {a1 +1,...,a2},..., {ar—1+1,...,a:}. Celasignifie que w; €
W (Ag:) N W=, u

D’apres le lemme précédent, on peut écrire

100=15( 3 U™ o ) (X DIw g, ).

Q.CXc Q_CY¥_

Mais le premier terme entre parentheses est facile a calculer [NgCh, Lemme VII.2.10];
il vaut (—1)/><! 1§<. On remarque que pour tout i, la somme 1;” + 115 est la fonction
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constante égale a 1. On peut donc remplacer 15. _, dans le deuxiéme terme en-
tre parentheses par 15, _ [[;co (17 + 1?) = rca. lrS 15 _p. Le dernier terme

devient
<
E dD)1F 15 _p,
rce

oud(l') = Zsz;rcszczz(_l)ml|WQ|_1-
On en déduit le résultat suivant.

Proposition 5.5 On a I’égalité

100 = (=D Y™ dMNF g 15 s
rcye

5.6 Simplification de I(x), cas Re x, <0

On suppose maintenant que Rey, < 0. On identifie toujours x a son tronqué

(X1, X2, - - -y Xn)- Il existe alors deux uniques entiers naturels k, [ tels que
® Xn—k—I 7£ €3
® Xn—k—l+1 = Xn—k—l+2 = " = Xn—1 = € Xn—l+1 = Xn—l+2 = - = Xn = 0.

Notons W(Cy) le groupe de Weyl de type C,,. On le voit soit comme le groupe
des permutations w de {1, £2, ..., +n} telles que w(—i) = —w(i) pour tout i, soit
comme le groupe des permutations de {1,2,...,2n + 1} telles que

wi)+w2n+2—1i)=2n+2

pour tout i. Le groupe W(Cy) agit de facon naturelle sur les groupes (C*)", C",
ainsi que sur 'ensemble des caractére non ramifiés du tore diagonal de GL(N). Pour
Q C X, onpose W(Cq) = {w € W(Cyx) ; w(i) = i pour tout i € ¥ —Q}. Le groupe
W (Aq) défini au paragraphe précédent se plonge dans W (Cq).

Pour ) un sous-ensemble connexe de ¥ tel que n ¢ ), on a posé Q" = Q U
{sup Q + 1}. Posons

Y={n—k—1+1,....n=10}, X0={n—1+1,...,n},
=% - (xux9.

Soit Q) C Y<. On construit le groupe W de la maniére suivante :

(i) Sin ¢ Q, on pose W = W e groupe construit en section 5.5. Plus
concetement, soit - = Q_; UQ_, U---UQ_; sa décomposition en composantes
connexes. Alors W& = W= = W(Ag: ) x -+ x W(Ag: ).

(i) Sin € ©, on décompose 2 en composantes connexes 2, UQ,U- - -US); tel que
D << <Q(doncn € Q). Posons Q' = QUL U---UQ_ UQNXY),
Qf = Q. N Y, N0 = QN X0 On pose W = W x W(Ca:) x W(Cop).

On a I’analogue suivant du lemme 5.4.

Lemme 5.6 Onalégalité w(Q, x) = |[W|.

https://doi.org/10.4153/CJM-2008-020-8 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2008-020-8

432 G.-V. Nguyen-Chu

Démonstration La différence avec le lemme 5.4 réside dans la présence de $:¢ U X°
etsin € Q. On va supposer que ¥ = XU X0 et n € Q ; le cas général se déduit de
ce cas et du lemme 5.4. Soit donc 2 C X tel que n € Q.

Soit Q@ = Q; Uy U --- U Q) sa décomposition en composantes connexes (dans
Pordre croissant). Pour I' C ¥, ona posé 'T' = {2n+2 — i;i € I'}. Le groupe Py
correspond a la partition de {1,2,...,2n + 1} en les sous-ensembles suivants
i QLY 9NH,i=1,...,s—1;

(i) QU =QU{n+1}U'Q;
(iii) {j}oul < j < 2n+ 1 tel que j n’appartienne a aucun des ensembles
précédents.

Ainsi, le groupe de Weyl du Lévi standard M de P, est

WM =W(Ag) x -+ x W(Ag: ) x W(Ag:) X W(Ag: ) X -+ X W(Agy)

=W x W(Aq:) x (W),

Soit w € WM et écrivons w = (w1, wo, w2) ot w; € W wy € W(Ag:),w, €
O(W?'). Les conditions wy = x,0(w) = w équivalent 3 wix = X, WoX = X
O(wy) = wo, w, = O(w;). D’apres le lemme 5.4, on a [{w, € we' wix = x} =
W2 |, D’autre part, la condition woy =  siginifie que wq conserve

Q= QU et QM =Q0U{n+1}U'Q

Et on vérifie que {w, € W(Aq:x) 5 0(wy) = wo, wy conserve 0™ et ¥0*1 est en
bijection avec W (Cq:) X W(Cqp) d’ot le résultat. [ |

Posons, pour I’ ¢ X0, T'' ¢ ¥L
dry = S oW harh = S o we
QIO CROCTO QLTICOICTL
Alors, on obtient 'analogue de la proposition 5.5.

Proposition 5.7 On a P’égalité

1
I = (1) Z d(rl)d(ro)lrglurﬂuzi1(>EL—F1)UZI>U(EO—F°)'
ricyL,roese

5.7 Transformée de Satake de D(y), cas Rey, > 0

Supposons que Re x,, > 0. Fixons un I' C ¥_. Notons X(I') I'ensemble des x =
(x1,%2,...,%,) € R" tels que les x; soient assez prochesde 1 et x; < x;41sii € T'UX .
etx; > xjy1 811 € (U= —I') U X< (convention x,,.1 = 1).
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Remarquons que pour touty € (RY)", on a

J

y

1 sim=---=m, =0,
XMxm XM g X dR X, = ) ! "
b " 0 sinon.

En se rappelant que pS(f)(X) = > con dn X" - - - X', on en déduit

(5.6) > 1fe (MG (m)dng ™ = / PS(fX)Sr(X) d*X,

me7zZr Ty
ou

SF(X) = Z II§UE< (m)1(>EZ—F)U2> (m)q*<X,m>X1—m1X2—MZ .. .X;mn7
me7r

pourvu que cette expression converge.
D’apres [NgCh], pour x € X(I'), la série Sr converge absolument et uniformé-
ment sur Ty etona

(5.7) Sp = (_1)\EzI+IFIQX7
ou Q, est la fonction définie par la formule (5.1). On en déduit

Lemme5.8 Ona

(58) DN = 3 0Mam) [ pstHE0e,(0d7x
Tx

rcze

oit pour chaque T, on a fixé unx € X(I).

Fixons maintenant un point x € X(X_) tel que pourtousi € X_etj € ¥ —
Y_, |xi — xi41| < |xj — xj41]. Un tel point existe toujours. Pour tout w € W= le
point X" = wx vérifie encore x{ > x/,, sii € X etx] < x{,,sii € X..

Lemme5.9 Onalégalité (—1)IT1A(T) = W=7 |{w € W™= ; wx € XT)}|.

Démonstration Soit w € W=, D’apres ce qui précede 'énoncé, les seules condi-
tions a vérifier pour que wx € X(I') sont

Xy—1() < Xy-13ip1) pouri €T,
Xy—1(i) > Xw—1(i+1) pOllI'i ed_—T.

D’apres les conditions imposées a x, cela est équivalent a

w (i) <w l(i+1) pouriel,
w (i) >wl(i+1) pourie¥_—T.
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Notons J(w) Pensemble des i € Y_ tels que w='(i) < w~'(i + 1). La condition
est J(w) =TI'. Pour wtelqueI' C J(w),ona

_le-T| _ 1 siJiw)=T
> (=1 {0 .

sinon.
QI CQC(w)

On a alors

{w € W= J(w) = '}

)OS SRS

wew®= QTCQC J(w)
I'cJjw)

> 0w e wE s c Jw)}

arcocs-

Pourw € W=, ona{) C J(w) si et seulement si w est de longueur minimale dans
sa classe W\W>=. On sait qu’il y a exactement un élément par classe. La derniére
somme vaut donc |[W*|~!{W>=| et on obtient

[fwe w5 Jw) =T} = 0w Y7 ()Fwe,
QrcQcy-

mais cela équivaut a I’énoncé. ]

Gréce au lemme précédent, on peut transformer la formule (5.8) ainsi

DA =W S Y / PS(AIX)Q(X) d*X

TCE- yew™=
wxeX(I")

Y / PS(FX)Q(X) d*X

weWE=

car I est déterminé par w.
Posons

QX) =W [T Y Q (wX).

weEWS=

Par changement de variables et en utilisant 'invariance de pS( f), on obtient la propo-
sition suivante.

Proposition 5.10  On a lidentité

D = [ pSNEQLI X
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5.8 Transformée de Satake de D(y), cas Rey, < 0

Posons X0 = U X%, X = XL U X0, Fixons un élément x € X(XX) (donc
Xn—k—+1 < -+ < X, < 1) avec des propriétés analogues au cas précédent : les x; sont
assez proches de 1 et pour tousi € ¥, j € ¥ — XX, ona |x; — x| < [xj — Xj41].
On a I’analogue suivant du lemme 5.9

Lemme5.11  SoientT' C X1, T° C X0, On a I'égalité

(=D A@) = (WY [{w € W 5 wx € XTI UT)}.

Démonstration On peut supposer ! = & ; le cas général se déduit de ce cas et du
lemme 5.9. Soit I" C 3. On doit montrer 'égalité

(=D)"d(T) = WO~ [{w € W s wx € XD},

ou W% = W(Cyx:) x W(Cso). Posons, pour w € W% J(w) = {i € ¥ ; (wx); <
(wx);11} avec toujours la convention (wx),;; = 1. D’apreés la démonstration du
lemme 5.9, 0n a

{wewswxe XD} = Y D" {wew’;Qc jmw}.
Qrcaocy

1l suffit de montrer que chaque classe w € W\ W° contient un unique élément w
tel que 2 C J(w), ou W est le groupe défini en (5.6) ; le reste est similaire a la fin de
la démonstration du lemme 5.9. On supposera que # € 2 ; Pautre cas est similaire et
plus simple. Soit w € w. La condition 2 C J(w) équivaut a: (wx); < (wx);+; pour
tout i € €2 (rappelons que par convention (wx),4+; = 1).

Soient V' = R" muni du produit scalaire usuel et {e;} sa base canonique. Posons
O ={ete;i,jeXtU{ete;i,j€ X SoitQ=QUQU---UQ
la décomposition de €2 en composantes connexes telle que ; < Q, < --- < Q..
Posons

s—1
o = U {ei—ej 31,7 € Q:}U{:I:eiﬂ:e]‘ 50,7 € QSQEG}U{:EQZEEJ‘ 31,7 € QSHEO}
r=1
et soit V/ = R®’ espace vectoriel engendré par ®’. Les ensembles ® et ' sont des
systémes de racines de groupe de Weyl WO, W respectivement. Soit @ I'ensemble
desy = (y1,¥2,...,¥n) €V tels que

<y <- <Y <0, Yrr1 < Yr2 < - < yn <0,

ol k = max Y. Notons C’ I'ensemble desy = (y1,¥2,...,y,) € V' vérifiant
les conditions suivantes : y; < i pour touti € Ui;ll Q,, y; < yjr pour tous
i<ij,i'€QnNEouj, i €Ny, <0, ety < 0sik € . Notons
7 la projection orthogonale de V sur V’. Alors € est une chambre de Weyl pour @
et 7(C), €’ pour ®’. On montre que toute classe w € W*\W? contient un unique
élément w € w tel que 7(w(€)) = C’. Clest exactement 'unique élément tel que
(wx); < (wx);41 pour tout i € €. [ |
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On pose alors
QU (X) = W1 Y Q (wX).
weWE

Et on obtient 'analogue évident de la proposition 5.10.

Proposition 5.12  On a I'égalité

Dy(f) = /T PSNKIQ(X) X,

5.9 Elimination des péles sur T,

On ne fixe plus x. Pour unifier les notations, lorsque n ¢ X< (x), on pose W00 =
W00, 53X (x) = B-(x).

Pour y € € posons X4(x) = {i € X;Rey; = Rexis1}. On a évidemment
Y X(x) C Zs(x). Définissons le groupe W) de la fagon suivante. Soit ¥4(x) =
YU, U- - - U, sa décomposition en composantes connexes dans ordre croissant.
On pose

WZ#(X) _ W(AEY) X W(AE;) X oo X W(Az;r) sin ¢ E#(X),

W(AZI*) X W(Azz) X - X W(AELI) X W(Cg,) sin € Bu(x)-

Ona W=t « w00,

On définit une nouvelle relation d’équivalence sur 'ensemble €? de la fagon suiv-
ante. On dit que y est équivalent a x’ s’il existe un w € W0 tel que x' = wy
(cela entraine que Yx(y) = X#(x’)). Cette relation d’équivalence conserve la con-

dition Re x,, > 0 ou Re x, < 0. Dans toute classe d’équivalence, il y a un unique
X avec la propriété suivante. Soit Xx(x) = X; U 3, U --- U X, comme ci-dessus ;

soit j € {1,2,...,t}, écrivons 3; = {e,e +1,..., f — 1}. Alors il y a un entier
he{e+1,...,f}etunréelatel que
Xe = Xe#l = =Xph =04t €Xnt1 =+ = Xf = a.

Fixons un tel y. Alors sa classe est en bijection avec W) /W00 : 3 un w on
associe wy. Remarquons qualors W>=X) ¢ wW>=0yw=1 donc wW =) est une
union de classes a gauche de W=,

Posons

o= U_{ei—ejsijeX} sin ¢ %,
Uzll{e,-—ej;i,jEZ:}U{ieiiej;i,jeZt} sin € X

Clest un systeme de racines dont le groupe de Weyl est précisément W), On
construit comme dans la démonstration du lemme 5.11 un sous-systéeme de racines
®’ C ® dont le groupe de Weyl est W™=("X)| De fagon analogue on définit des
chambres de Weyl € C V, €’ C V' ou V, V'’ sont les espaces vectoriels engendrés
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par @ et &', respectivement. Notons 7 la projection orthogonale de V sur V. Soit
w € W0 /W00 on pose U,, = {v € wW =N ; 7(v~1(€)) = €’}. Chaque
classe a gauche de W*="¥) contient un unique v ayant cette propriété. On en déduit
\UWHWZJWX)\ — |W2i(x)|_

Fixonsunx € X(XX(x)). Pourv € U,, on vérifie que vx € X(XX(vy)) . D’apres
les propositions 5.10 et 5.12 on a

Do (f) = /T PS(NXIQL (X) "X,

vx

ou on a posé in; = inx sin € 34(x). On peut aussi bien moyenner en v

Dy () = W[ 7" Y [ pS(NK)Qy; (K)d*X.

vel, Tix

On obtient
Dyr(f) = / PSR, (X) d*X,
Tx

ou

2 (X) = U7 QU (vX)

vel,,

= W, [T WEC N Qu (v'vX)

vEU,v eWHE0m)

= WSROI N Q (vX).

vEWWEE0)

D’apres la formule (3.4), le coefficient ¢(y, A) ne dépend que de la classe d’équi-
valence de x. La contribution a try_. Sta (f) de la classe d’équivalence de xy comme
ci-dessus est alors

o(x, A) / PS(NX)Q(X) d*X,
Tx
ou

QX)) = > wEIL 3 Q, (wX)

weEW00 /W) vEWWSE0

= \WEi(X)\fl Z Z Quwry (Ww'X)

WGWZ”(X)/WZE(X) W/ewzi(x)

= [WEOIT N Q, (wX).

weWZ#()

La deuxiéme égalité vient du fait que Q7 = Quy.
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On montre par des arguments similaires a ceux dans [NgCh] que Qf( n’a pas de

pole au voisinage du tore unitaire T,. On peut donc décaler le domaine d’intégration
et la contribution de la classe d’équivalence est

. A) [ pSNEIQE dX
Ty

Et I'égalité du théoreme s’ensuit.
Les poles de la fonction Qa
D’apreés ce qui précéde, la fonction Qa n’a pas de pole au voisinage du tore T;,. On

peut préciser ce résultat de la facon suivante.

Proposition 5.13  Les poles de Qa sont d’ordre 1 et inclus dans Uunion des hyperplans
Xi = Q7Xi = qilaXi = qXle = qilXj’ 1< la] < I’l,i 7& ]

Démonstration Par définition, on a

Qa = \W(C )| Z (Z C(X’A)H qxl i X; X, )

xec’

(convention: X,41 = 1, x4+1 = 0). Les poles de cette fonction sont inclus dans les
hyperplans X;,; = qui, d = xi — Xi+1 pour un certain y € €, ainsi que leurs
images par les éléments du groupe W (C,,). 1l suffit donc de montrer que Qa n’a pas
de poles en X;; = q“X; sid # +1. On suppose que i < n, le cas i = # se traite de
maniére analogue.

Soit € Pensemble des couples (y, w) € €7 x W(C,) tels qu’il existe 1 < j < n tel
que

(i) soit Xj— Xj+1 = d, W(X]) Xi, W(X]+1) Xit1s
(i) soit xj — xjr1 = d, w(Xj) = X1, w(Xj1) = X;l ;
(iii)  soit x; — xjn = —d,w(X;) = 1+1,W(XJ+1) =X; 2
(iv)  soit xj — xjn = —d.w(X)) = X; |, w(Xjn) =
Notons que j est alors déterminé par w. Les éventuels poles en X;;; = ¢?X; sont
d’ordre au plus 1 et proviennent alors de la somme Z(Xﬁw)ee c(x, A)Qy(wX).

Soit (x,w) € €. On pose x' = s;x (on identifie toujours x a son tronqué). On
définitw’ € W(C,) par les propriétés w(X;) = w'(Xy) sik < j, j+1, puis, si w vérifie
la condition (i), resp. (ii), (iii), (iv) ci-dessus, on demande que w’ vérifie (iv), resp.
(iii), (ii), (i). Lensemble & est 'union de telles paires {(x, w), (x’,w’)}. D’apres la
formule (3.4), la contribution d’une telle paire est c(x, A) ( Q,(wX) + QX/(W/X)) .
Mais on vérifie que Q, (wX) + Q,/(w'X) n’a pas de péle en X; = q°X;s1. Dot le
résultat. [ |

i 1+1
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5.11 Un exemple

Dans cette section, nous considérons le cas A = (A1, Ay, Az) avec A; = (0),
Ay =(1+¢€e,—14¢€), Ay = (€). Ce cas correspond a

N =5, Sta=Indj St RESt; RESH, ou G = GL(5)

et P son sous-groupe parabolique standard paramétré par la partition (1, 3, 1). Pour
simplifier les notations, posons 1 = Sta et notons V son espace. Notons que ce
cas a été traité dans [NgCh] dont nous allons retrouver les résultats ici. Gardons les
notations des sections précédentes.

Les sous-groupes paraboliques standards §-stables de G sont G, P et B. Soient
P = MN,B = TU les décompositions de Lévi habituelles. Soit f € J{. La formule
de Clozel (5.2) permet d’écrire :

trg_c m(f) = trg w(f) — trg T (G fF) + trg i (G £P).

Remarquons d’abord que le terme try 7(f) est nul car 7 n’est pas une représenta-
tion non ramifiée.
Considérons le terme try 7y () f5). On a égalité

trg o (C F%) = el A) trx (G 7).

X

La somme porte sur G/, c’est-a-dire les caractéres f-invariants y intervenant dans le
semi-simplifié V7. Dans notre cas, on vérifie par la filtration de Bernstein—Zelevinsky
que seul le caractere x = (1 + €,¢,0,¢, —1 + €) intervient. D’autre part, le terme
tr x(Cf f®), qui est la trace de (f) f® dans 'espace de dimension 1 sur lequel T agit par
le caractere ;, est facile a calculer ; elle est égale a S(é{’]fB)(—q_l, -1,1,—1,—¢q) ot
S désigne comme toujours la transformation de Satake. Plus concrétement, écrivons
pS()(X1,X2) = D ez dmX( " X3" (rappelons la notation m = (m;, m,)), alors
d’apres la formule (5.4), on a égalité

trx (O f) =D 17 ,dmg ™,

me7?

ott g~ M) — ()Mt g=m et 17, est la fonction caractéristque de I'ensemble
{m e 7?;m >0,m +my >0}

Quant au coefficient ¢(x, A), il se calcule par les formules de récurrence (3.1)
et (3.3) comme suit. Tout d’abord, comme le terme x; = 1 + € est 'extrémité de
I'unique segment A,, la premiere formule de récurrence (3.1) donne

cx, A) =c(x’, A",
ouy' = (60,—¢€)et A' = (A}, A’ Aj), avec A’ = Az = (€). Maintenant, comme

X = € est Pextrémité des segments AJ, Aj, la deuxieme formule de récurrence
(3.3) sécrit c(x/, A') = 2c(x"’, A’"). ot ¥’ = (0) (le caractere trivial de F*) et
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A" réduit a un seul segment A; = (0). Pour ce cas trivial, on a immédiatement
c(x", A") =1, d’oulégalité c(y, A) = 2. On en déduit

trg 7y () f5) =2 Z 17, dmg™ ™.

me7?

Considérons maintenant le terme try WN(éf, f?). De fagon similaire que dans le cas
du Borel, on a

trg mu (Ch %) =Y e, A) trIndgpy X (),

X

ot la somme porte sur C%, les classes d’équivalence y de caracteres de T définies
précédemment, et oll on a fixé une section x pour chaque . Comme dans le cas du
Borel, seule la classe de x = (1 + ¢€,¢,0,¢, —1 + €) intervient. Comme c(x, A) = 2,
grace a la formule (4.2), on obtient ¢(y, A) = 1. Quant a la trace tr Indy-,, x (4 f7),
il se calcule aussi via la transfomée de Satake de f par la formule (5.4), qui s’écrit

trIndg XG4 F) = Y 17 dmg™ 0™,
me/?

ol 17 est la fonction caractéristique de {m € 7> ; m; > 0}. Remarquons que
17 = 17, + 1715, ou 15 est la fonction caractéristique de 'ensemble {m € 77 ;
my + my < 0}. On en déduit

trg T (G fF) = Y (17, + 1715 )dmg ™.
mg7Z?
On a ainsi démontré le résultat suivant.
Proposition 5.14  Soit f € J. Alors on a Pégalité
trg_m(f) = Y _ (17, = 1715 )dmg~ 0™,
me/?
ot les dyy, sont définis par la formule pS(f)(X1,X;) = Z(m)ezz Am X" X5".

Fixons un réel § < 1 assez proche de 1. Posons T5 = {(x1,%,) € C* ; |x| =
1, |x2| = d}. On définit Ts-:1 de fagon similaire. Rappelons la définition de la fonc-

tion Q, :
1 1

1—gX, X, "1+ Xy

Q (X1, X5) =

Grace aux formules (5.6) et (5.7), on a

S 17 5dng™ ™ = [ pS(£)(X1, X2)Q (X0, Xo) d* Xyd* X,
Ts

mgz?

> 1715 dmg ™ = - / PS(H(X1, X2)Qy (X1, X) d” Xy d* X,
T5—1

me7?
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Posons Q)’((XI,XZ) = Q(X1, X5 ). En utilisant le changement de variable X, —
X5 ! (et en remarquant I'invariance de pS(f)) ona

Ji,_, PS(HX, X0)Q (X0, Xo) d7 X1d* X,
=/ PS(A(X1, X2) Q) (X1, Xp) d* Xy d™* X,
On en déduit
trg_.m(f) = - PS(A(X1, X2)(Qy (X1, X3) + Q1 (X, X3)) d* X1d™ X5

Mais
1— le

(1—gX, X, H(1 — gX1 X3)

Comme cette fonction n’a pas de pole au voisinage du tore

Q(X1,X5) + Q;(lexz) =

T, = {(X1,X) € C; |X)| = |X,| = 1},

on peut donc remplacer domaine T dans 'intégrale précédente par T), et on retrouve
un résultat de [NgCh, Théoreme I11.3.1].

Proposition 5.15 Pour tout f € H, on a I'égalité

1—qX1

a*X,d* X
(1—gXi X5 H(1—gxx) 0 7

trp_em(f) = /T PS(F (X, Xo)

Notons que dans la formule précédente, on peut évidemment rendre invariante la

. 1—gX; .
fonction =X g%y 0 la remplagant par la fonction
2 g QY (X1, X2),
[W(Cy)|
weWw(Cy)

c’est-a-dire

14+ q(—1+2q+ @)X + X' + X+ X5 ) + @3 + X2+ X3+ X, %)
4 (1—gXiX)(1 — gXi X; (1 — gX; 'X0) (1 — gX; ' X5 ) '

C’est la fonction Qa du théoréme 5.1.
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