NOMBRES EXPONENTIELS ET
NOMBRES DE BERNOULLI

JACQUES TOUCHARD

Introduction. Les nombres entiers positifs ay, a1, . . . , @y, . . . définis par
la fonction génératrice

00 Zn
e?—1
¢ o Zo On ol ?

et que I'nn appelle nombres exponentiels jouent, pour la sommation de cer-
taines séries, un role qui rappelle le role sommatoire des nombres de Bernoulli.
Nous avons rassemblé ici les principales propriétés des nombres a, dont
plusieurs sont, croyors nous, nouvelles. L’'une d’elles qui se présente spon-
tanément, comme on le verra, est I'existence d’une orthogonalité symbolique
par rapport a ces nombres. C'est ce qui nous a conduit & rechercher si 'on
pouvait former une suite de polynémes orthogonaux symboliquement par
rapport aux nombres de Bernoulli. On y parvient en effet, mais beaucoup
moins facilement, grice & une fraction continue donnée par Stieltjes.

Nous étudions aussi des polyndmes exponentiels.

Nous ferons constamment usage du calcul symbolique, appelé calcul de
Blissard. La plupart des démonstrations sont si simples qu'il suffira le plus
souvent de les esquisser.

PROPRIETES DES NOMBRES EXPONENTIELS

1. En différentiant la formule symbolique

(1) ee’—l — eaz’

on obtient

(2 Q1 = (@ + 1)

et, en posant dans (1), e — 1 = u, on trouve

3) ala—1)...(a—n+1) = 1.

Plus généralement, f(%) désignant un polynéme quelconque,

4) fla+1) =af(a),
fla+p) =al@—-1)...(a—-p+1)f().

L’expression de f(#) par la formule de Newton donne, en vertu de (3)

®) Jay = o) + 210 4 27O
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et aussi
fla+3) = f) + A0 L A0
les différences étant prises pour la suite des valeurs x, x + 1, x + 2,...dela
variable. En particulier
o=t 100 48 p>1,
© a,,+1=1”+A—1p+ 21p-{-...+%, »>0.

Dans (5), substituons les expressions des différences successives, savoir

KF(0) = f&) — (f)f(p -1+ (12’) =2 ...,
admettons ensuite que le polync‘)me f(u) soit de degré < n et posons
-1 n
'w(n)—l T % —|++-(‘—n—")—,

nous obtiendrons
f@) = wm) fO) + ...+ win — T 4 4w @
et, en faisant grandir # indéfiniment,
oso) = £ 1.

On voit d’ailleurs directement, en multipliant les deux membres de (1) par
e** et en développant que

e(a—l—x) Zo(x+1)

et que, f(u) désignant un polyndme quelconque,

™ eflo+x) = ZLEED

C’est 14 la propriété sommatoire des nombres exponentiels. En particulier

®) }ean+1—l"+—-+ ik ol n > 0,
l e
eay = —'
0 n.

Les valeurs suivantes sont empruntées a Bell (4). Le calcul a été poursuivi
par Becker (1) jusqu'a I'indice » = 35 et par Miksa (6a, p. 54) jusqu’a I'indice
= 51.
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n a, n a,
0 1

1 1 6 203
2 2 7 877
3 5 8 4140
4 15 9 21147
5 52 10 115975

2. Remplagons maintenant, dans I'équation (5), f(x) par A"f(x) et faisons
usage, au premier membre, de la formule (4) pour p =0,1,2,...,n, nous
aurons symboliquement

n AT0) |, AP0
(@) f(a) = a%(0) + £LQ L £JO
ol
(9) () = ;(—1)1<’;>x(x—1)...(x—-n+i+l).
On en déduit que
» _J0, 0<p<n,
(10) a’h,(a) = {n!, b=n
Gréice 2 ces formules on peut, connaissant a,, a1, @z, . . . , @,_1 et le seul poly-
ndéme h,(x), calculer a,, @ni1, ..., @2, On voit de plus que les polyndmes

ha(x) jouissent de la belle propriété d’étre orthogonaux symboliquement par
rapport aux nombres @,:

an @) @) = {2

D’aprés (9), la fonction génératrice des polyndémes k,(x) est

m # n,
m = n.

U2 e? = 3 k).
n=0 n.

En faisant, dans (7), x = 0 et f(u) = h,(#)h,(u), on voit, d’aprés (11),
que
i (B) T (B) _ {o, m = n,

s k! em!, m = n.

C’est 14 un résultat qui se rattache & la théorie des polynémes orthogonaux
de Charlier-Poisson (10):

ho = ’1,

h1 =X — 1,

hz =x2—3x + 1,

hs =x—6x2+8x — 1,

hy = x* — 10 x% + 29 x? — 24x + 1,

hs = x5 — 15x*+ 75x% — 145x2+ 89x — 1,

he = x® — 21 x5 + 160 x* — 545 %% + 814 x2 — 415x + 1.

Ms

£
Il
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3. Les propriétés exposées dans les deux paragraphes précédents sont
fondamentales. En voici d’autres.
Dans (1), posons e* = 1/(1 — x) et divisons par (1 — x), nous aurons

(1 _ x)—-l ez/(l—z) — (1 _ x)—a—l'
Le premier membre se développe au moyen des polyndémes de Laguerre,
d’ou

(12) (a+1)(a+2)...(a+n)=i(’f)u.

i=0 \ 7
Cette formule résulte aussi de la relation

e@+x)at+x—-1)...a+x—n+1)= Zn(Z)x(x—l)...(x—-n+l).

=0
Dans (1), posons ¢ = (1 4+ x)?2, nous aurons
2:¢:+:o:2 (1 +x)2a

Le premier membre se développe au moyen des polyndémes d’'Hermite, d’ou
271.——21

202 — 1) ... (2a—n+1)_n2 FRPR=ERIE

la somme s'étendant aux valeurs de ¢ depuis zéro jusqu'a 'entier de 3.
Faisons maintenant, dans (1), e* = (1 — x)?, il vient

(13) 6(1—2)3—1 = (1 _ x)ia'

Si I'on pose, pour un moment,

oo n

(1—2) i Cn X

(14) y(x) = Sl
la fonction y(x) satisfait a I'équation différentielle

(4 — 4x) y"(x) = 29'(x) + y(x),
d’ot se tire la récurrence

Cnrz = 2 + 1) Copa + €,

co= —1, cs = 329,
¢ =1, cr = 3655,
(15) ¢y =0, cs = 47844,
c; =1, cy = 721315,
Cy = 5, Cip = 12310199,
Cy = 36, Ci1 = 234615096.

et I'on voit, d’'aprés (15), qu'a partir de » = 4 les nombres ¢, sont les dénomi-
nateurs des réduites de la fraction continue

]5l+}7’ +l9‘+}11’+
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qui est une fraction continue de Gauss. On en déduit I'expression de c,44,

pour n > 0
n 1
c,,+4=5'7'9--~(2”+5)[1+<1>§(—2;z—+'5—)
n— 1\ 1
(16) +< 2 /5:7-2n+3)-2n + 5)

+<”"2\ L +]

3 /5:7-9-2n+1)(2n + 3)(2n + 5)
Les formules (13) et (14) donnent alors
17) ala—2)(ea—4)...(a—2k+2) = (-1
Par analogie avec la formule (3), considérons I'intégrale

(n—l)' = ' — e n—1
@+1D@+2)...(a+mn) J;(l x)* %" dx.

Comme on a symboliquement

1=x)=¢",
cette égalité devient

(n—1)! (e,
@+1D@+2)...a+n)" foe & dx = P(n),

P(x) désignant la fonction bien connue de Prym. On a donc

1 Py _ o 1 1 _ 1
(a+1)(a+2)...(a+n)“r(n)“el[e 1 1T ]

ou bien, d’aprés une propriété connue de P(z2),

(18)

e — i 1
e+D@+2)...(a+mn) TiT(n+4)’
ce qui s'accorde avec la formule (7), quand on y faitx = O et f(x) = T(u+1)/
T(u 4+ n 4+ 1). Il est facile de démontrer que si I'on développe le premier
membre de (18) suivant les puissances positives de a et si 'on somme, par la
méthode de Borel, la série divergente obtenue en remplagant a¢® par a,, on
obtient P (n).
Considérons enfin les nombres

Gn = Q30 — (7;) @p101 + (g) Q283 — ... + (—1)"aca,
ou, symboliquement,
(19) g = (@ —a')".

Ces nombres ¢, sont les invariants quadratiques des formes binaires (x + ay)”.
Ceux d’indice impair sont nuls. D’aprés (19), leur fonction génératrice est
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e?+e—2—2 __ . i — 02
(20) e = 20: G =€
et, en différentiant cette équation, on obtient la récurrence trés simple
Qi1 = (¢ +1)" — (¢ — 1),
qui donne
do = 1, gs = 3614,
ge = 2, dio = 99302,

g4 = 14, 12 = 3554894,
gs = 182, q1a = 159175382.

Il

Dans (20), changeons z en 2 4z, remarquons que
2 —2 ]
e e — 2= —4sin’g

et posons sin z = Lu, nous obtenons, puisque ¢z,+1 = 0, 'égalité symbolique
(21) e = cos<2 g arcsin g) .
Or on sait que

cos(Zmarcsing) =1—-—" 4 ——=lyt =

Le développement des deux membres de (21) conduit donc a la formule

(22) @ =-1)GE -2 .. ¢ — (k—1)] = %.

Les nombres ¢, jouissent d'une propriété sommatoire que nous établirons
plus loin.

4. Une définition intéressante des nombres exponentiels a, a été donnée
par Broggi (5) au moyen de la série asymptotique

1 © i
(23) I(x) =¢" f Freldt = Y, ( x“zl ae R(x) >0

0 =0
qu’on obtient en développant d’abord e’, en intégrant terme a terme, en
développant ensuite les fractions suivant les puissances de 1/x et en ayant
égard aux formules (8). Or la fonction I (x) peut étre représentée par la fraction
continue

1 1 2 3
I) = | _ | _ | _ 3
lc+1  |e+2 [x+3  [x+4

En désignant les réduites par /8., on a

(o] 0 23] 1

B 1’ B x4+1'"""
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et, en général, o, est un polyndme de degré » — 1, B, un polyndme de degré
n, qui satisfont tous les deux 3 1'équation aux différences

Uy, = (x +n) Up1 — (8 — 1) up_o.

Partant de cette relation et des valeurs initiales 8y =1, 81 =x + 1, un
calcul facile montre que

S " — 2
ZO Bn(x) nl - (1 - Z) €,
d’ou se tire I'expression

ha(x) étant le polyndme (9). Il résulte alors de la théorie des fractions con-
tinues que

a,(x a a Q2n— 1 1
o (%) =024 - ;znl-f-WRn(;)’

R,(1/x) désignant une série en 1/x, et les propriétés d’orthogonalité symboli-
que des polyndmes £, (x), que nous avons rencontrées au §2, sont, comme il est
aisé de le voir, une conséquence immédiate de cette formule. Nous utiliserons
cette remarque plus loin.

5. Epstein (5) a considéré la fonction entiére de s

(24) O R T S
On a évidemment

—n) = ey, ’
(25) {ign ) Zemn n>0
et, d’aprés une intégrale eulérienne classique,

ED (e a
(26) gln) = -(;;“_1—)' fo e’ log" 't dt, n>1

formule que nous généraliserons plus loin. Epstein a calculé les valeurs de

e~ ! g(n), pour n entier positif jusqu'a » = 21, mais, sauf pourz = Qetn = 1,

ces valeurs ne paraissent pas pouvoir s’exprimer 4 'aide de nombres connus.
En posant g(n) = g,, on vérifie sans peine la relation symbolique

1-90—-2g)...(1 —mnyg)

1 11 11
CES RN ) )

qui présente une certaine analogie avec (3) et constitue une formule de
récurrence approchée des nombres g,.

=+ ...

https://doi.org/10.4153/CJM-1956-034-1 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1956-034-1

312 JACQUES TOUCHARD

POLYNOMES EXPONENTIELS

6. Les polyndmes ¢,(x) dont nous désirons nous occuper et qui se présentent
souvent en analyse sont définis par la fonction génératrice

(27) e = 3 gw) E
n=0 n.
¢0 = 1:
¢1 = xv
¢ = x% 1+ x,

¢3 = x% + 3 x% 4 x,
¢y =xt+ 6x° 4 7x? 4+ x,
¢s = x5+ 10 x¢ + 25 x3 + 15 x2 + «x.

On peut aussi les définir par le développement asymptotique

1 _ n
e-’f it = L gote) — S au) 4.+ )
0 b4 2 2

La plupart des propriétés des nombres a, peuvent étre étendues aux poly-
ndémes ¢,. Enumérons les principales:

¢n(1) = any
Gnr1(x) = x(p + 1)7,
(28) but1(x) = x(¢n + ¢1),

¢ = (¢ + 1)" — &,
d(p—1)...(¢ —n+1) ="
Si on pose j,(x) = x(x — 1) ... (x — n + 1), cette formule s’écrit symboli-
quement j,(¢) = x" et 'on a aussi ¢,(j) = x". Les polyndmes j, et ¢, sont
donc inverses les uns des autres.
Nous avons ensuite

2 n
—ne f n ZC_ 2nn 3_0_ non
$u(x) = 0"+ 7 A0" + 53 A%0" + ... + 5 40",
) o S
(%) = 2,7

€ $ni1(x) = x; (s+ 1) %,

§:

n > 0.

Plus généralement, f(u) désignant un polynéme quelconque de degré =,
on a

xf(¢+1) =f(4),
29) e +p) = (e —1)... (¢~ p+1)f()
F€8) = £0) + T AF(0) + 55 A% (0) + ... + 75 AY(0),

(30) b+ B) = > ﬁ(_sliﬂ.

§=0 S
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Cette derniére formule, ol k est un nombre quelconque, exprime la propriété
sommatoire des polyndmes ¢,. L’équation (28) est équivalente a

$u(t) €

d ¢
= (‘ﬁ[%-l(l) el

En utilisant cette relation et en intégrant plusieurs fois par parties le second
membre de (26), on obtient, k étant un entier positif ou nul,

_ (= fl Gita(t) o1 ntk _
gn) = CEWIN A ¢ log™™"t dt, n> —k,

qui est un prolongement de l'intégrale (26) pour des valeurs négatives de #.

7. En raisonnant comme au §2 et en s’appuyant sur la formule (29), on
verra que les polynémes

H,,(x,z)=z(z—1)...(z—n+1)—<7ll>xz(z—1)...(z—n—l—2)

+<g>x2z(z— D...z=n4+3) —...+ (=1
satisfont aux relations symboliques
H,(x, ¢) = 0,
¢Hn(xy ¢) =0,

¢ 'H,(x, ) =0,
¢"H,(x, ¢) = nlx"

et que, par conséquent, ces polyndmes sont orthogonaux symboliquement par
rapport aux polyndmes ¢,(x). En faisant usage de la formule (30) pour & = 0
et f(u) = Hy(x, u) -H,(x, u) on aura

Z”: "Hp(x, ) Hy(x, 5) _ {0, m # n,

m! x"e", m = n.

=0 s!

On observera que ce sont 14 de pures identités et que 'on peut y remplacer
les diverses puissances de x par des nombres arbitraires.

Notons encore que, par analogie avec les nombres g, du §3, on peut considé-
rer les polynémes définis par 'égalité

Xn (%) = Gnpo — (7) On_191 + (g) Sn—2t2 — - .. + (—1)" don.

On démontrera comme au §3 la belle relation symbolique

XX =1 =2 ... X = ¢k—-1)"= %xk
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PROPRIETES ARITHMETIQUES
8. Les nombres exponentiels satisfont 3 diverses congruences dont les plus
simples se tirent de (2), (3), (4) et de la congruence identique de Lagrange
31) xx—1)...xc—p+1)=x"—x (mod p)
ol p désigne, comme dans tout le reste de ce paragraphe, un nombre premier.
Voici quelques unes de ces congruences
(32) a, = 2’ Ap+1 = 3v Qpryp = U Ay + Apt1 (mOd P)r

et notamment
ap =941 (mod p)

relation qui montre que la suite des restes (mod p) de ai, @y, @p2, . . . admet
la période p.

D’aprés les formules (4) et (12) on a symboliquement
ae—1)...@a—p+DI=(@+1)@+2)...(@a+p) =1+p! (modp’)
or, d’aprés le théoréme de Wilson

pl+p=0 (mod p%)

donc
(33) aa—=1)...a—p+1D’=1—-9p (mod 2°).
D’autre part, en vertu de (31),

kx—-1)...c—p+D —20x(x—1)...x —p+ 1" — %)

4+ & —x)=0 (mod p%).
En remplagant x* par a; et en transformant le second terme 2 l'aide de (4),
on obtient
a@e—=1)...@a—p+ DI —2(@ —ai—p) +ay — 20,11 +a=0
(mod p?),

et en comparant & (33) on trouve la relation
Gy —208p41 —2a,+p+5=0 (mod p?).

Une autre congruence concerne les nombres ¢, du §3 et se tire de la formule
(17). On a évidemment, lorsque p est un nombre premier impair,

x(x—-2x—4)...(x—2p+2)=x" —x (mod p)
et, par conséquent, d’aprés (17) et (32)
¢, =1 (mod p), p premier impair.
On a ensuite, d’aprés (15),
Cpi2 — Cpy1 =1 (mod p).
Considérons maintenant les nombres ¢, du §3 et supposons encore $ premier

impair. On sait que

(34) x(x— 1% (x — 2% .. [x — (P—g—l)z] = 1P _ (mod p).
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D’autre part, dans la formule (22), faisons & = 3(p + 1); le second membre
devient divisible par p. Donc, en faisant dans (34) x = ¢? symboliquement,

on obtient

Got1— @2 =0 (mod p),
ou bien
(35) gp+1 = 2 (mod p), p premier impair.

Maintenant, on a aussi identiquement

c—1NE—=2...[t— (p— 1= *?" =1 (modp);
d’ot
(36) xx—1) ... x— (p— 1) =« — 237 4 & (mod p);

mais si dans (22) on fait £ = p le second membre est divisible par . On a
donc, en remplagant dans (36) x par ¢ symboliquement

92 —2¢pt1+¢2=0 (mod p),
et, en vertu de (35)
37) g2 = 2 (mod p), $ premier impair.
En comparant (35) et (37) on voit que, si p et 2p — 1 sont tous deux premiers
impairs, on a

Qo =2 (mod p(2p — 1)),

congruence que 'on peut vérifier pour p = 3 et p = 7 et qui a lieu aussi
pour p = 2. :

Les polyndémes ¢,(x) satisfont aussi & diverses congruences, soit qu’on
considére x comme un nombre entier, soit plutdt qu'on considére x comme
une indéterminée, racine d'une congruence irréductible (mod p), c’est-a-dire
comme une imaginaire de Galois. Nous renverrons a ce sujet a (12).

INTEGRALES DEFINIES

9. On peut de plusieurs maniéres obtenir 'expression des nombres a,, des
polyndmes ¢, et de la fonction g(s) par des intégrales définies. En voici quelques
unes.

L’intégrale eulérienne de deuxiéme espéce donne d’'abord

I'(s) g(s) = f e e " ldx, R(s)>0
0
et on en tire par un procédé connu la formule, valable dans tout le plan s,

g(l—s)__l_ z_e? _—s
Te) —2mJle?

ou C désigne un lacet partant de — « avec 'argument —r pour z et v revenant
avec 'argument -, aprés avoir entouré 'origine.
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En partant d’une formule, dfie & Laplace,

+oo iuz 27T k=1 —u
® 0, u <0,
et ol k est positif, on obtient & 'aide de (8), aprés quelques calculs

e} co8 2
e

PW(CZZ) = VAT cos[z + esin 2 — n arctg 2] dz, n>1
10. Si I'on considére la distribution de Poisson
—r
(38) da(x, t) =% ﬂx , t=0,1,2,3,...

c'est-a-dire la ‘‘step-function’ ayant le saut d a(x, t) aux points ¢ = 0, 1, 2,
3, ..., on obtient 'intégrale de Stieltjes

&Y = f e"'da(x, 1)
0
et, par suite,
wue) = [ a0, "> 0.
0

Les polyndémes ¢,(x) sont donc les moments de la distribution (38). On a
aussi, pour toute valeur de s,

fl “Ada(l, £) = e(s).

11. Mais l'expression la plus intéressante des nombres a, parait étre celle
qui se déduit de la formule (11)

z *  x’dz ® ¢z
) - witst LT R >0
En remplagant x par ¢°, en différentiant # fois et en tenant compte de (6), on
obtient
cq = f"" d'dz 1 (¢ ’T'(n) sm{n arctg(r/log 2)} dz
" o 142 =wJo (x* + log’z)™"

équation qui est exacte méme pour # = 0.
Dans la formule (39), remplacons x par x e’ et développons suivant les
puissances de ¢, nous obtiendrons

z _(° x%dz ® ¢ “p,(—u)du
Faisons dans cette équation, successivement # = 0,1,2,..., p, rappelons

nous que la factorielle j,(x) du §6 satisfait a la relation synbolique j,(¢) = x?
et nous trouverons

. x*?dz » ““udu
e’ = f_,,I‘(l +2) + (=1 J; i —I— log”(x/u)} ~
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NOMBRES EXPONENTIELS A PLUSIEURS ARGUMENTS

12. Nous indiquerons rapidement une généralisation des nombres expo-
nentiels a,. Si on pose
=~ n
(0, ") = (wa + o'a’)" = Zo i 0" ' , ay,
i=
w et w’ étant deux constantes, la fonction génératrice des nombres a, (v, w’) sera
w’'z

wz_ . 2 2"
ee 1 ee 1 _ Z an(w' wr) =
n=0 n.

et, en multipliant les deux membres de cette égalité par ¢** et développant
suivant les puissances de z, on verra que

z“’: Z”:f(x+mw+nw')

=0 7=0 m! n!

(40) = €'flx + a(w, o)]

ol f(u) désigne un polyndme arbitraire. On peut ainsi former des nombres a,
dépendant d’un nombre quelconque d’arguments w, ’, @”’, . . . . En particulier,
pour w = 1, o’ = — 1, on aura

a (1, —1) = gy,
¢r désignant les nombres définis par (19) au §3 et, par suite

S~ fle+m—mn)
LT et
symboliquement. C’est la propriété sommatoire des nombres ¢,. On a notam-

ment
L \2%
o= 3 ol

On peut généraliser d’'une maniére analogue les polynémes ¢,(x). En parti-
culier, on verra que

© _© xm+n(m _ n)k

%
S mla! = ¢ (%)

ol x,(x) est le polynéme introduit au §7.

NOMBRES DE BERNOULLI

13. Les nombres de Bernoulli by, b1, b2, . . . sont définis par

x 2 bx”
Cz“].:Zon!’ b0=1: b1=—%y b2=%v~-';b2n+l=0) n>'ly

et nous cherchons une suite de polyndémes Q,(x) orthogonaux symboliquement
par rapport A ces nombres, c’'est-d-dire tels que l'on ait symboliquement

0<p<m,

(41) b'Qu(b) = {?{ b=,

K, étant une constante.
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Il est nécessaire pour cela, comme nous 'avons remarqué au §4, de savoir
mettre sous forme de fraction continue d'un type approprié (7, chap. 9) la
série asymptotique

42) ¢@+n=%+§+%+“”

Les polyndémes Q,(x) seront alors les dénominateurs des réduites successives.
On sait par la théorie de la fonction T' que
d’logT (x + 1) RS 1
dx’ (x4 n)’
et il se trouve que 'on déduit immédiatement d’un résultat de Stieltjes (9,
p. 378) la fraction continue ayant le type qui convient
M b

(43) yx+1) =

LI

2| | 2 | s
kWCJFI)_Berl +|2x+1 +i2x+1 +\2x+1
ou 4
n
METE o1
Les polynémes Q,(x) vérifient donc la formule de récurrence
4
(44) Ouia(®) = (2 +1) Qu() + 73— Cus(¥)
4 l'aide de laquelle nous avons calculé:
QO=]-I
Q1=2x+1,
Qz=4<x2+x+%>,
@=4@ﬁ+&ﬂ+%x+§,
_t6l gt 172 10 12)
Q4—16(x + 2x° 4+ R + 7x—I—35 ,
to(at st 1 80 5 25 2 274 @)
Q5—16(2x + 5x +9x +3x —|—63oc—l—21 ,
ol 435 1 80 4 105 5 89 . 42 @)
Q‘**M(x LR TE A TR TR TR X
oalon” 1 1 287 5, 490 o, 6550 , , 4949 , | 108 @9)
Q"64(2x T ARt T Y Ty Tzt )

238 5 , 168 5 , 2135 4 , 756 ,

Q8=256(x8+4x7+ﬁx +?x +—3?x + 13 x

88316 , = 12176 . 448
+ +—-—x+~—)
2145 715 143/
0= 256t 4 0t 4 Tl 1y 1800 0 10008 1 5081
71756 5 . 47340 , . 1026576 36288)
T 901 ¥ T 901 ¥ T o155 * 7 oa31/
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Comme vérification de ces expressions, nous observerons que, d’aprés (44),on a
4
n
Qnir(=3) = a7 Coa(—13)
d’ot 'on déduit
Q2n+1(—%) = O,
[1-3-5---(2n — D]*
—1) —
(=) = 1357 = 1)

La constante K, qui figure dans (41) s’obtient en multipliant les deux membres

de (44) par ™! et en remplagant x symboliquement par b, ce qui donne
4

(45)

n
0 = 2K, + o

K,

et comme K, = 5,Qo(d) = 1, on obtient

_(=n"1 [n1]*

T 2n 412" [1-3:-5---(2n — 1)]*”
Le coefficient de x™ dans Q, (x) étant égal 4 2, on a les relations d’orthogonalité
symbolique

(1) 0. 0.0) = {%

ou K, a la valeur (46).
Si I'on considére la série

(46) K,

m # n,
m = n,

¥e) = 3 0@,

on peut former au moyen de (44), une équation différentielle linéaire du
troisitme ordre A laquelle elle satisfait et montrer qu’elle converge pour

|z2] < 2. C'est ce qu'on vérifie, en faisant x = — %, 4 'aide de (45) et de la
formule de Stirling. Mais l'expression générale des polynémes Q,(x) nous
échappe.

14. Les formules symboliques (47) donnent naissance & une orthogonalité
véritable de la maniére suivante.
Il est facile de démontrer, au moyen du calcul des résidus et en vertu de
(43), que
1 “Hio  cot

¢(x+1)=% c-mrmdz, -1<c<0

le point x étant soit & droite soit & gauche de la droite d’intégration d’abscisse
¢. Intégrons par parties, nous obtenons
. c+io
T 1 dz
Y+ 1) = 2 Joisin’rz z —x°

En développant 1/(z — x) suivant les puissances de 1/x, sans avoir égard a
la convergence et en comparant a la série asymptotique (42), on est conduit
a penser que
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. c+io _n
e 2'dz -1<¢<0,
(48) b" =T 2 oo sin21rz ! n = 0, 1,2,....

Or cette expression des nombres de Bernoulli qui parait étre restée inapergue
ou, en tous cas, peu employée n'est en définitive, qu'une application d’une
belle formule, établie par Jensen, pour la fonction {(s) de Riemann, et rap-
pelée par Lindelof (6, p. 103), savoir

= ® 1, avia—s cos[(s — 1) arctg 2f]
@) =D =4r | G+ S,

Si I'on tient compte, en effet, que
by = (=1)""mp (1 = ), n=0,1,2,...

et que
GH+5"4+ G —6)" =2G+ ) cos(n arctg 2t)
la formule (49) donne

e dt
(50) by, = 2w . (=3 + ) Gk

qui se raméne immédiatement 4 (48). Les deux formules (48) et (50) convien-
nent l'une et 'autre pour exprimer l'orthogonalité (47) des polynémes Q,(x).
En choisissant (48) on aura

7 (% 0,(2) 0u(2) {0, m = n,
-5 =ErLEs g = n
— i sin” g 2"K,, m=n,

ol —1 < ¢ <O0etou K, ala valeur (46).
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