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APPROXIMATION POLYNOMIALE GENERALISEE 
DANS CERTAINS ESPACES SEMI-NORMES 

PAR 

MARIO LAVOIE 

Dans cet article, nous nous intéressons à trouver des conditions suffisantes au 
problème d'approximation polynômiale généralisée dans certains espaces semi-
normes. Notre résultat principal est basé sur un théorème d'unicité de Malliavin 
et sur la théorie de la représentation de Choquet. 

Avant de l'énoncer, donnons quelques définitions et notations. Tout au long de 
ce texte nous noterons A une suite régulière de nombres positifs i.e. An+1—Àn> 
/*>0 et nous définirons sa fonction caractéristique comme suit: À(r)=lLx<r 2/A, 
pourvu que r>A 0 ;=0, lorsque 0<r</ l 0 . Nous noterons &A(X) l'espace vectoriel 
engendré par la famille { ^ : J ç R*=]0, oo[->R; t-+tx:X G A} et &A(X) l'espace 
vectoriel des fonctions/continues sur X vérifiant 

1/(01 < CrA.A,(0, pour tout t G X, 

pour un C > 0 et des A, A'G A, avec rXtX, (f)=max{f*, t-*'}. Sur ^A(X) nous 
considérerons une semi-norme croissante II i.e. | / | < | g | = > n ( / ) < I I ( g ) , pour 
tout / , g G &A(X). De plus, pour une suite (Mn) de nombres positifs, nous 
parlerons de sa fonction de trace, à savoir: 

M(s) = sup{rcs—logMn:n G N}. 

Enonçons maintenant notre théorème principal. 

THÉORÈME A. Soient A une suite régulière de nombres positifs et X un sous-
groupe localement compact de R*. Pour que 0*A(X) soit dense dans (^A(X), U)où 
II est une semi-norme croissante sur &A(X), il suffit que la condition U(Mni X(r)) 
soit satisfaite i.e. pour tout ae R, j*0 0 M(X(r)—a) dr[r2= + co, où A est la fonction 
caractéristique de A et M est la fonction de trace de la suite (Mn), avec Mn=TL(xn), 
pour les «>/l0 (le premier élément de A) et un nombre positif quelconque autrement. 

NOTE: Il est bien connu que les sous-groupes localement compacts de R* sont 
{1}, R* et exp(&Z) pour tout b G R*, ce qui nous donne pour des semi-normes 
particulières des théorèmes déjà prouvés par Fuch [8], Lavoie [10] et Malliavin 
[11], puisque dans tous ces cas, la semi-norme engendrée par la fonction poids 
est croissante et que CA(X) est dense dans l'espace pondéré. 
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Nous prouverons le théorème A en nous servant de la caractérisation du dual 
de (% (X), II). Donnons donc quelques propriétés de ^A(X). Disons d'abord qu'il 
est clair que ^A{X) est un espace de Riesz (voir Choquet [4]) par rapport à l'ordre 
canonique et que tout L e (&A(X), II) est relativement borné, (voir Bourbaki [3]). 
On a de plus : 

PROPRIÉTÉ 1. Si X est fermé de R*, fëA(X) est un espace adapté de fonctions 
continues. 

Preuve. Il est clair que ^ A (X)=^ A (X)- -^ A (X) et que pour tout x E X, il existe 
u n / e C£(X) tel que/ (x)>0, puisque ^ W ç ^ f f l - H ne reste plus à montrer 
que chaque ge^(X) est dominé par u n / e ^ A ( X ) . Pour ce faire, prenons un 
ge^^iX); à cause de la définition de ^A(X) et parce que max{r A r , T^, } = 
rmax{A }̂,max{A'.M'}. il e x i s t e u n a>0 e t u n r ^ vérifiant g<aTÀtfl. Comme A 
est une suite strictement croissante, on a g<aT Xill<aY k, tfl, avec A'>A, p>u. 
Pour £>0 quelconque, considérons 

K = {x eX:g(x) > eaTx^(x)} <= {x e X:rAiM(x)/rA,iM.(x) > e} = ^ 

Comme YXtJYXfttl/ E ^ 0 ( ^ + ) e t que Xest un fermé de R*, j£est un compact de X. 
Mais comme Zest un localement compact dénombrable à l'infini, K^ O un ouvert 
relativement compact de X et la normalité de X entraîne l'existence d'un h e X+{X) 
(l'espace des fonctions positives continues à support compact) vérifiant 
h==sup{g(x):x E K} sur K et h=0 sur X—O. On a donc que pour tout e>0 , il 
existe un h e Jf+(X) pour lequel g<ef+h, oxxf=aYx,tfl,. • 

REMARQUE. Comme ^A(X) est un espace adapté de fonctions continues, pourvu 
que X soit un fermé de R*, alors tout L E ( ^ A ( X ) * ) + est donné par une mesure de 
Radon positive ^ (voir Choquet [5] p. 276); comme d'autre part, tout L E (tfA(X), 
ïiy est relativement bornée, elle se décompose donc en une différence d'éléments 
de C^A(X)*)+ et ainsi tout L E ( ^ A ( X ) , II)' est représentée par une mesure de 
Radon ju, sur X et chaque fE ^A(X) est /j-intégrable. 

Avant de démontrer une première condition suffisante, rappelons les définitions 
des problèmes de Watson et de Mandelbrojt-Weiner. 

PROBLÈME DE WATSON. Pour une suite (Mn) de nombres positifs et pour une 
fonction k: R + ->R + , nous noterons W(Mn, k(r)) l'existence d'une fonction g^O, 
holomorphe dans le demi-plan x>0 qui vérifie 

|g(z)| < Mne~^\ r = |z|, n - [x], z = x+iy. 

PROBLÈME DE MANDELBROJT-WEINER. Pour une suite (Mn) de nombres positifs 
et pour A une suite régulière de nombres positifs, nous noterons M— W(Mn, A) 
l'existence d'un/V^O, holomorphe dans le demi-plan x > 0 satisfaisant/(A)=0; 
\f(z)\<Mn, n=[x], z=x+iy. 
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On sait (voir Malliavin [11] p. 183 et 207) les relations qui existent entre ces 
deux problèmes lorsque k=X la fonction caractéristique de A. En effet, 

non W(Mn9 X(r))o U(Mn9 2 ( r ) )onon M-W(Mn9A); 

ceci nous permet de remplacer dans l'un ou l'autre de ces problèmes la suite (Mn) 
par la suite (max{Mn9 Mn+1}) ou par la suite (Mn+k) ou de remplacer A par A+oc 
sans perte de généralité. 

THÉORÈME B. Soient A une suite régulière de nombres positifs et X un sous-groupe 
localement compact de IR*. Si le problème de Watson W(Mn, A(r)), avec Mn=Yi{xn) 
pour les n>2.0 le premier élément de A et n'importe lequel nombre positif pour les 
0<«<A0 , n'admet comme seule solution que la fonction 0, alors 0*A(X) est dense 
dans ($A{X)9 II), où II est une semi-norme croissante. 

Preuve. Etant donné u n i e (^A(X), II)' tel que L(/?)=0 pour tout/? e ^A(X), 
montrons que L = 0 . On sait par la remarque de la propriété 1 qu'il existe une mesure 
de Radon p, telle que c h a q u e / e ^ A ( X ) est ^-intégrable et L(f)=/Li(f). Considé
rons, pour ^ z > A 0 , 

h(z) = f cos(y log 0 dfi(t)+i f sm{y log 0 d/i(t). 
Jx Jx 

h est bien défini puisque les fonctions t-+sin(y log t) ou cos(j log t) appartiennent 
à ^b(X) l'espace des fonctions continues et bornées sur X, que la fonction /-> 
tx G ̂ A{X) et que clairement ^A(x) • ^ 6 ( Z ) ^ ^ A ( Z ) . De plus, h est holomorphe 
dans £%£Z>XQ9 continue dans ^ z > A 0 et vérifie 

\h(z)\ £ \L(tx œs(y log t))\ + \L(tx sin(y log 0)1 

<2||L||nn(o 
£ 2 ||L||n II(max{f, tn+1})> A0 < n = [x] 

<Ç4||L||nmax{Mw,Mn+1}. 

Notons «o le plus petit entier plus grand ou égal à A0, alors h0(z)=h(z+n0) est une 
solutions au problème de Mandelbrojt-Wiener M — W(Nn9 A—n0)9 où Nn= 
max{Mn+no, Mn+nQ+1}9 qui est équivalent au problème de Watson W{Mn9 A(r)), 
avec Mn=U(tn)9 n>n0Qt Mn quelconque pour 0<n<n0. Mais comme ce dernier 
problème n'a par hypothèse, qu'une solution identiquement nulle, A=0. Donc 

0 = h(XQ+iy) = f tx°+iv dp(t) = f / r V ° r d/i(/) 
JX JlogX 

et comme log Zes t un sous-groupe localement compact de IR, il est fermé et tout 
caractère continue de log X est prolongeable en un caractère continue de fR 
(voir Rudin [14] page 36). 
On a alors 

$(y) == y(j) dv(r) = 0, pour tout y e T(log X) 
JlogX 
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i.e. pour tout caractère continue y du groupe log X, avec dv(r)=exp(À0r) dp(eT); 
d'où v=09 par la théorème de la dualité et par le théorème de l'unicité des trans
formées de Fourier-Stieltjes (voir Rudin [14] page 29). Ceci entraîne que ^ = 0 i.e. 
L = 0 et alors &A(X) est dense dans (VA(X)9 II). • 

REMARQUE. Le théorème A est une conséquence du théorème B, puisque la 
condition U(Mn9 X(r)) est équivalente à imposer au problème W(Mn9 A(r)) la 
fonction zéro comme seule solution (voir Malliavin [11] page 207). Montrons 
maintenant comment notre théorème généralise des théorèmes de Fuchs et Mallia
vin. 

DÉFINITION. Nous dirons que la fonction w:X—*R* est un A-poids au sens Se* 
où X est un sous-espace localement compact de R * si elle est mesurable et si pour 
tout A, X e A, YXtk, G &&X, Se, p)=S?»(X9 Se, w* dp) (resp. Vw(X)={fG V(X): 
fw G V0(X)}. Nous noterons | | / | |P t W= \\fw\\„. 

COROLLAIRE 1. Soient A une suite régulière de nombres positifs, X un sous-
groupe localement compact de R* et pour p fini (X, Sf, p) Vespace mesuré formé 
de la tribu de Lebesgue et d'une mesure borélienne régulière (complète). Si w:X->\R* 
est un A-poids au sens J£v et si la condition U(Mn9 X(r)) est vérifiée avec II = || • || pw9 

la famille {XX:2.GA} est totale et topo logiquement dépendante dans ^W(X) (resp. 

&i(x9se9ix)). 

Preuve.. A cause du théorème A, il suffit de montrer que tëA(X) est dense dans 
VW(X) (resp. &»(X9 Jgf, p)) par rapport à || • \\PtW. Pomp fini on a Sev

w(X9 Se, p)=> 
^A(X)^Jf(X) l'espace des fonctions continues à support compact et comme la 
mesure wv dp est complète et que wp est localement intégrable on a que JT(Z) est 
dense dans Se^(X9 JS?, p)9 par rapport à || • \\PtW. Pour/? infini, tout fG &W(X) est 
tel q u e / - w G<£0(X) et il existe g G Jf(X) pour lequel ||/« w-g\\(X, = \\f-glw\\<XitW 

est aussi petit que l'on veut. Comme g/w G Jf(X)^tëA(X*),fG ^A(X) par rapport 
à II-Ilce*. • 

COROLLAIRE 2. Soient A une suite régulière de nombres positifs et (R*, S£\ m) 
Vespace mesuré de Legesque. Si i^:R*->R* est une fonction telle que IjF est un 
A-poids au sens Sev et si la condition de Malliavin M (F, X(r)) est satisfaite i.e. pour 
tout a G R , J00 <D(A(r)—a) dr/r2= + co9où® est la régularisée convexe de la fonction 
log o F ° exp, alors la famille {xx:X G A} est totale et topologiquement linéairement 
dépendante dans # i /^(R*) (resp. eS?f/jP(R*)). 

Preuve. Ceci découle du corollaite 1 et du fait que dans ce cas précis la condition 
M (F, À(r)) entraîne la condition U(Mn9 X(r)). En effet on démontre, qu'il existe un 
a > 0 pour lequel 

M(s) > <D(s)-3s-log 2, s > a, 
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en se servant l'inégalité 

Mn < exp y)(ri)+exp ip(n+2), n = 0, 1, 2 , . . . 

où y)(t)=sup{st-log F(es):s e IR}. D 

REMARQUE. Le corollaire 2 correspond aux parties suffisantes du théorème 
8.3 de Malliavin [11] pour/? infini et du théorème 4.2 de Lavoie [10] pour/? fini. 
C'est donc une généralisation de la partie suffisante du théorème principal de 
Fuchs [8]. 
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