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Automorphismes modérés de I'espace
affine

Eric Edo

Résumé. Le probléme de Jung-Nagata (cf. [J], [N]) consiste a savoir s’il existe des automorphismes de
k[x, y,z] qui ne sont pas modérés. Nous proposons une approche nouvelle de cette question, fondée
sur l'utilisation de la théorie des automates et du polygone de Newton. Cette approche permet notam-
ment de généraliser de fagon significative les résultats de [A].

Abstract. The Jung-Nagata’s problem (cf. [J], [N]) asks if there exists non-tame (or wild) automor-
phisms of k[x, y, z]. We give a new way to attack this question, based on the automata theory and the
Newton polygon. This new approch allows us to generalize significantly the results of [A].

1 Introduction

Notation 1.1 Tout au long de cet article, k est un corps commutatif. On note car (k)
la caractéristique de k. On pose k* = k ~. {0}. On considére :

G, le groupe des automorphismes notés, 0 = (f, g, h), de la k-algebre k[x, y, z]
tels que f(0,0,0) = ¢(0,0,0) = h(0,0,0) = 0 (pour ¢ € G, la notation ¢ =
(f,g,h) signifie que o(x) = f, o(y) = geto(z) = h et la composition des
automorphismes se fait de droite & gauche, i.e.,sioc = (f,g,h) eta’ = (f',¢’, k')
alorsoo’ = (f'(f,8,h),8'(f, & 1), ' (f,g.h))

B={0 € G;o(x) € k*x+k[y,z],0(y) € k*y+k[z],0(z) € k*z}, le sous-groupe
des automorphismes triangulaires (supérieurs),

A = Gls(k) C G, le sous-groupe des automorphismes linéaires, N = A N B,
S = S5 C A, le groupe symétrique, 7 = (y,x,2) € S, A = (x,2,y) € S,

T = (A U B)g, le sous-groupe des automorphismes modérés (pour tout sous-
ensemble G; C G, on note (G ) le sous-groupe de G engendré par G, ),

E={0 € G; o) € k*x,o(y) € kly,zl,0(2) € kly,z]}, le produit semi-
direct du groupe multiplicatif k* et du groupe des automorphismes de la k-algebre
kly,z],

F = ({7} U B)g, le sous-groupe des automorphismes fortement modérés,

D = ({\} U B)g, le produit semi-direct du groupe additif k[ y, z] et de E,

Z = {0 € G ; o(z) € k*z}, le sous-groupe des z-automorphismes, produit
semi-direct du groupe multiplicatif k* et du groupe des automorphismes de la
k[z]-algebre k[z][x, y],

H={oc€ANB;o(x) € k*x,0(y) € k*y,0(z) € k*z}.

La question centrale est la suivante (cf. [J], [N], [A] et [E]) :
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Question 1.2 ([J]) A-ttonG=T?

Cette question est motivée par 1’égalité correspondante en dimension 2 (cf. [J]
pour le cas k = C et [Ku] pour le cas général).

Théoreme 1.3 ([J], [Ku]) Ona: E = EN A EN B o % désigne le produit libre
amalgamé le long de EN N.

Il est naturel, dans un premier temps, de restreindre la question 1.2 au sous-
groupe Z. Le premier élément de Z \ F a été construit par Nagata (cf. [N]).

Exemple 1.4 ([N])  Soito = (x — 2yW — zW?2, y + zW, z) avec W = y? + xz, alors
o€ Z\F.

Nagata conjecture que o ¢ T, mais malgré certains progres dans cette direction
(cf. [A], [LB] et [DGY]), cette question reste ouverte.

Dans [A], Alev utilise la décomposition de Bruhat et la présentation du groupe
G par les générateurs \ et 7 et les relations A\? = 72 = Id et 7Am = Aw ) (cf [A,
théoreme 3.1]) pour démontrer (cf. [A, Proposition 3.6]) que 'automorphisme de
Nagata n’admet pas certaines décompositions (écritures comme produit d’automor-
phismes linéaires et triangulaires) :

Proposition 1.5 ([A])  Soit o (cf. exemple 1.4) Pautomorphisme de Nagata, alors :

(1) c¢BnB---TtB=F,

(2) o € BAB---\B =D,

(3) (a) o ¢ BrBABTBAB®B,
(b) o ¢ BrBABTBAB.

Dans cet article, nous améliorons les résultats d’Alev dans deux directions, en
considérant des décompositions plus générales et en démontrant que tout élément
de Z \ F (et pas seulement pour 'automorphisme de Nagata) n’admet pas de telles
décompositions, (cf. les corollaires 12.3, 12.5 et 12.8) :

Proposition 1.6 Ona:

(1) (Z~F)NFEDF = g,
(2) (Z~F)NFDnDF = g,
(3) (Z~F)NFDrDwBMAF = @.

Remarquons que (3) de la proposition 1.6 est un cas particulier de (Z ~ F) N
FDnDrDF = @. La proposition 1.6 est le début d’une étude systématique des
décompositions ou apparaissent des “boucles \” (éléments de D).

On peut construire des éléments de Z de plusieurs fagons. Par exemple, en consi-
dérant '’exponentielle d’une dérivation localement nilpotente (cf. [E, ch. 2, p. 43]) ou
des criteres explicites pour les automorphismes de petite (1 ou 2) longueur ration-
nelle (cf. [R] et [EV, théoremes 3 et 4]).
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Etant donné un z-automorphisme ¢ € Z, le théoréme de Jung et van der Kulk
permet de déterminer si o est fortement modéré ou pas (¢f. [Fu, proposition 1], [EV,
corollaire 1] ou [E, ch. 5, p. 85]).

On dispose ainsi de nombreux automorphismes de Z ~\. F parmi lesquels 'auto-
morphisme de Nagata apparait comme le plus simple (i.e., celui de degré minimal)
mais non comme le meilleur candidat a étre non-modéré.

Enrésumé,ona: F C TNZ C ZetF C Z etla question suivante se pose alors :

Question 1.7  Laquelle des trois assertions suivantes est vraie ?

(1) F=ZnTCZ,
(2 FCZNTCZ,
(3) FCZNT=_Z.

Dans les cas (1) et (2), on aurait T ¢ G, mais dans le cas (3) répondre a la ques-
tion 1.7 ne permettrait pas de répondre a la question 1.2 (cette situation serait vrai-
ment inattendue).

Pour répondre a la question 1.7, il est indispensable d’étudier la “structure” du
groupe T. Celle-ci n’est pas aussi rigide que celle de E comme le montre 'exemple
suivant (cf. [A, exemple 2.2]).

Exemple 1.8 ([A]) Soient, dans B, by = (x + y*,y,2z) et by = (x + 2%, y,2z), ona:
b, = A\bi .

Le groupe T n’est donc pas le produit libre amalgamé de A et de B le long de N.
Les automorphismes de T admettent plusieurs décompositions.

Dans la section 2, nous montrons (cf. théoreme 2.13) que I'existence pour tout
automorphisme modéré d’'une CD-décomposition (décomposition dans laquelle le
degré d’'une composante croit) impliquerait que la réponse a la question 1.7 soit la
premiere assertion.

Dans l'exemple d’Alev, 'écriture b, est plus courte que ’écriture Ab;A. Dans la
section 4, nous construisons un automate A dont la mémoire permet de réduire la
longueur d’une décomposition qu’il ne reconnait pas (cf. le théoréme 6.7 dans la
section 6) et, par exemple, de transformer la décomposition Ab; A en b;.

Dans la section 3, nous donnons des exemples de décompositions et des principes
permettant de les transformer en CD-décompositions.

Dans la section 7, nous formalisons ces principes pour aboutir a la notion de A-
décomposition minimale et nous montrons (cf. le théoreme 7.7) que tout automor-
phisme modéré admet une A-décomposition minimale. La question est donc de
savoir si les A-décompositions minimales sont des CD-décompositions.

Lautomorphisme modéré suivant est une variante de 'automorphisme de Freu-
denburg (cf. [Fr, exemple 3] et [DGY, exemple 2.4]).

Exemple 1.9 ([Fr]) Sicar(k) # 2, posons by = (x + 2, y,2), by = (x,y — 2°,2) et

b = (x+32yz+2’, y+2?, 2) et considérons 'automorphisme : ¢ = A\bjAb, b1 T =
(x+2yz+y> 2+ y — 22 = 29222 + xy(3z + 2y%) + 7).
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La décomposition 0 = AbjAb, b7\ est une A-décomposition minimale. La
suite des degrés de la troisieme composante est 1,2,3,4, ce qui montre que cette
décomposition est une CD-décomposition. Cependant, le degré croit lentement et
le calcul de o fait apparaitre d’importantes simplifications. Les décompositions de
ce genre (appelées L,-décompositions minimales) ont un comportement plus com-
plexe que celles considérées par Alev. Nous les étudions en détail et nous montrons
que ce sont des CD-décompositions lorsque car (k) = 0 (cf. sections 10 et 11).

2 Croissance du degré d’'une composante

Dans cette section, nous introduisons la notion de CD-décomposition d’un automor-
phisme modéré et nous démontrons qu'un z-automorphisme est fortement modéré
si, et seulement si, il admet une CD-décomposition.

Notation 2.1 Onnoteg = {\,7}. Pour s € g, on définit spar A = Tet @ = \.

Dans [A], apparait 'idée de remplacer A par g pour engendrer T avec B. On utilise
pour cela le résultat suivant (cf. par exemple [MT]) :

Proposition 2.2 (Décomposition de Bruhat)

A= HNsN.

€S
Corollaire2.3 Ona:T = (SUB)s = (gUB)e.

Définition 2.4 (Décomposition) On appelle décomposition (resp. g-décomposition)
tout mot (¢f- A.1) D = (h,, ..., h;) sur l'alphabet Hses\{ld} sB (resp. Hseg sB).

Définition 2.5 (Sous-décomposition)  Soit D une décomposition. Une sous-
décomposition de D est un sous-mot (cf. A.3. (3)) de D. Une sous-décomposition
initiale de D est un suffixe (cf. A.3. (2)) de D.

Définition 2.6 (Décompositions équivalentes) Soient D = (g,,,...,41) et D' =
(hy, ..., ) deux décompositions. On dit que D et D’ sont quasi-équivalentes s’il
existe b € B tel que g ---@1 = bh,---h;. On dit quelles sont équivalentes si
G- g =hy- .

Définition 2.7 (CD-décomposition) Soit ¢ € T et soit D = (hy,,...,h;) une
décomposition. On dit que D est une décomposition de o, s’il existe b € B tel que
o =bh, --h.Pouri € {1,...,n},onnotez(D) = h; - h(2) et z,.(D) = z,(D).
On pose z,41(D) = o(z). Lorsque la suite (degzi(D)) ., ., est croissante, on
dit que D est une CD-décomposition de o. On note CD(c) ensemble des CD-
décompositions de o.
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Définition 2.8 (Automate) On appelle automate un automate déterministe (cf.
définition A.6) sur I'alphabet ]_[Seg sB dont tous les états sont terminaux et conte-
nant un unique état initial noté Eyq.

Définition 2.9 (Ay-décomposition) Soit A, un automate. On appelle Ag-décom-
position toute g-décomposition D reconnue (c¢f. A.7) par Pautomate Ay.

Notation 2.10 Pours € S, on note B° = BN (s~ !Bs) et B(s) = NB".

Proposition 2.11

(1) Ona: B = {0 € B; 0(y) € k'y}, B = {0 € B; o(x) € k'x+klz]},
B = {0 € B;o(x) € k*}, B* = {0 € B; 0(x) € k*'x+k[y],0(y) € k*y}
et B = {0 € B; 0(x) € k*x,0(y) € k*y}.

(2) Pourtouts € g, ona BN = B(s).

(3) Ona:B(\) ={o € B;dego(y) =1} et BlAr) = {0 € B;dego(x) = 1}.

Preuve Vérifications immeédiates.

Corollaire 2.12  Lapplication s — B est un anti-isomorphisme d’ensembles ordonnés
entre S muni de Pordre suffixe (cf. A.3) induit (cf. A.4) par la représentation par les
générateurs \ et et les relations \* = w2 = Id et TAm = Aw ) et {B* ;s € S} muni
de linclusion.

Preuve Avec les notations de A.4, pour tout s € g, on a min(s) = {(s)} et min(s$) =
{(s5)} et min(Ar ) = {(\, 7, \), (7, A, 7) }. Lordre suffixe induit est donc engendré
par les relations s < §s < AwA (ou s € g). Par ailleurs, d’apres la proposition 2.11, on
aBM ¢ B¥ C B (ous € g), d’ou 'anti-isomorphisme.

Théoréeme2.13 Ona:ZN{oc € T ; CD(o) # @} = F. Autrement dit : un z-
automorphisme est fortement modéré si et seulement s’il admet une CD-décomposition.

Preuve Clairement, F C ZN {0 € T ; CD(o) # &}. Pour établir I'inclusion
réciproque on utilise (3) de la proposition 2.11.
Soitc € ZN{o € T;CD(0) # @}. Pour D € CD(0), on note :

lgz(D) = max{i € {1,...,n};Vje{l,...,i — 1}z;(D) € k*z}.

Considérons D = (a,b,,...,a1b;) € CD(c) oua; € Seth; € Btel quen =

lg(‘D) soit minimale et i = 1gz(D) maximale (n fixé). La suite (degzi(ﬂ)) i<l

est croissante et deg z,.1 (D) = deg( O'(Z)) = 1, donc cette suite est constante et égale
a 1. Supposons, par Pabsurde, que i < n et distingons deux cas :

Cas 1 Sia;j(z) = x, alors d’'une part a; = wA7“ avec € € {0,1} et d’autre part

deg(bi1(x)) = deg(zit1(D)) = 1donc bjy; = abaveca € Netbh € BM. Ona
alors : a;1biy1a; = (ajp1am\)(ATbr \) 7€ avec a;aw A € A et A\wbw A € B.
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Cas 2 Sia;j(z) = y, alors d’une part a; = A7 avec e € {0,1} et d’autre part
deg(bi1(y)) = deg(zis1(D)) = 1donc by, = abaveca € N etbh € B*. Onaalors
ais1bii1a; = (aj1a\)(ADA) 7€ avec a;1a)\ € A et ADA € B.

Dans les deux cas, apres utilisation de la décomposition de Bruhat, on obtient un
élément de CD(o) qui contredit la minimalité de # si € = 0 ou la maximalité de 7 si
€ = 1. Finalement, ona i = n,donca; = m pour tout j € {1,...,n},eto € F.

Corollaire 2.14  Soient fi, f, € Feto € T. Si CD(0) # &, alors o fi ¢ Z\ F.
Preuve Si f,ofi € Z,alors o € Z, donc o € F car CD(0) # @. Donc f,o0 f; € F.

Conjecture 2.15 (Croissance du degré d’'une composante) Pout touto € T, ona:
CD(0) # @.

Remarque 2.16 D’apres le théoreme 2.13, la conjecture 2.15 implique que ZN T C
F, or, clairement, F C Z N T, donc la conjecture 2.15 impliqueque F=ZNT C Z
(ce qui répondrait a la question 1.7).

3 Principes et exemples

Dans cette section, nous donnons des exemples de décompositions qui ne sont pas
des CD-décompositions et nous décrivons trois principes fondamentaux permettant
de les transformer en CD-décompositions.

Question 3.1 Soit o € T. FEtant donnée une décomposition D de o, peut-on
construire une CD-décomposition de o quasi-équivalente a D ?

11 est naturel, pour tenter de répondre a cette question, d’utiliser la méthode des
preuves et réfutations de Lakatos (cf. [Lak]). Nous appelons principe un algorithme
permettant de transformer certaines décompositions en CD-décompositions (ce que
Lakatos appelle “preuve”). Chaque exemple illustre l'utilisation d’un principe et
“réfute” le principe précédent.

Principe 1 (Minimalité) Ftant donnée une décomposition, il existe une décomposi-
tion quasi-équivalente D = (h,,, ..., hy) avec h; = a;b; (a; € S et b; € B), telle que
z;(D) soit de degré minimal dans I'ensemble B“flzi(ﬁ) pourl <i<n.

Tlaib;

Preuve Pour i valant successivement 1,...,n, on remplace b; par b = a;

1 . -1 . L.

et by par b, binc Yotg € B%  est tel que ¢;z;(D) soit de degré minimal dans
—1 . . , .. ., .

I’ensemble B% z;(D). On obtient ainsi une décomposition D’ quasi-équivalente, car

bl a;b] = (biﬂcfl)ai(aflc,»a,»b,») = b;,1a;b;, et vérifiant la condition de minimalité,

car z;(D') = a;b/zi_1 (D) = ¢izi(D).
Exemple 3.2 Posonsb = (x+ 22,y +2°,2), D1 = (Ab, 7w \) (resp. D, = (wh, 7))

et = (z+ y*, y,x) (resp. 03 = (x +2°,2,¥)). La décomposition D, (resp. D,)
n’est pas une CD-décomposition de o (resp. 0;). Gréce au principe de minimalité,
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on construit D] = (Ab’, 7)) (resp. Dj = (wb’,w\)) ou b’ = (x,y + 2, 2), qui est
une CD-décomposition de o (resp. 07).

Principe 2 (Générateurs) FEtant donnée une décomposition D, il existe une g-décom-
position D’ équivalente a D.

Preuve L'ensemble g engendre .

Remarque 3.3 Dans la pratique, on fait apparaitre des triangulaires égaux a 'iden-
tité. Pour A7 et A cela se fait de fagon canonique (A — (A, 7) et TA — (7, A)),
mais pour A7\ = w7 il faut faire un choix. Le principe 3 ci-dessous nous dicte
de préférer (A, m, A). Cependant, dans la notion de décomposition minimale (cf.
section 7) qui formalise ces trois principes, A et 7 jouent des rdles symétriques.

Exemple 3.4 Posons b = (x + z(z + y*)%,y,2), D1 = (7Ab,w\) et 0 =
(z,x — 2%,y + x*(x — 2)) . La décomposition D, vérifie le principe de minimalité,
mais n’est pas une CD-décomposition de o;. Grace aux principes des générateurs
puis de minimalité, on construit D{ = (7b’, A\, m, A) o b’ = (x + y*(y — 2%), 5, 2),,
qui est une CD-décomposition de 0.

Principe 3 (Relations)  Etant donnée une g-décomposition D, il existe une g-décom-
position D’ équivalente a D et de méme longueur telle qu’en notant D' = (h,, ..., hy),
pour tout 1 < m < n— 2 on ait (s, hys1, hm) € {7} X AB™ X 7B.

Preuve Si h,,y, = 7, hyyy = Aby avec b, € B™ et h,, = wb; avec b; € B, on peut
remplacer (hy12, Ppy1, hiy) par (/\,77,)\(7rb27r)b1) car tAbytby = wAw(whyw)by =
AT (bym)by.

Exemple 3.5 Posonsb = (x +2z> — y*, y+2°,2), D1 = (m,\, b, \,m,\) et o) =
(x+y%y+ (x+y*), z+x* + 2xy*). La g-décomposition D, vérifie le principe
de minimalité, mais n’est pas une CD-décomposition de ;. Grice aux principes
des relations puis de minimalité, on construit Dj = (A, wb"/, b/, A\, 7, \) ou b’ =
(x,y+2°,2) etb” = (x+ y* + 2yz*, y + Z%, z) qui est une CD-décomposition de 0.

Remarque 3.6 Les principes 2 et 3 sont liés a la présentation de & par générateurs
et relations, ils rendent I'utilisation du principe 1 plus efficace.

4 Ll'automate de longueur

Définition 4.1 On dit qu'une g-décomposition est de longueur g-minimale si elle est
de longueur minimale dans I’ensemble des g-décompositions quasi-équivalentes.

Etant donnée une g-décomposition D, nous ne disposons pas d’un algorithme
permettant de déterminer une g-décomposition équivalente a D de longueur g-mini-
male (car nous ne disposons méme pas d’un algorithme permettant de savoir si D est
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de longueur g-minimale, i.e., d’'un test d’arrét). Lautomate de longueur A permet,
cependant, de diminuer la longueur de certaines g-décompositions.
Soit s € g, par définition de B’, on a: BsB’sB C B. Doncsi D = (hy,...,h)

est une g-décomposition de longueur g-minimale, pour i € {1,...,n — 1}, on doit
avoir :
(%) h; € sB= hi ¢ sB°.

De méme l'inclusion BsB'sB*$B*sB C Bs$B (obtenue par un calcul utilisant la relation
s§s = §s5) se traduit par la condition suivante :

(%) hi_, €sB, h;_, €35B’, h;€ sB* = hiv1 §é B

Pour connaitre la condition a imposer a une lettre de D, il est nécessaire de se souve-
nir des trois lettres précédentes. C’est ce que fait 'automate suivant dont les six états
correspondent aux éléments du groupe symétrique.

Les états sont E; (pour chaque s € ©).

Les transitions sont (pour chaque r,s € g) :

De Ey vers E; : sB.

De E, vers E; :s(B~\ B").

De E,; vers E; :s(B . B").

De Eyry vers E. :s(B~ (B*UBM).
De E; vers Ej : SB.

De E; vers  Eg : 5(B° . B%).

De Ey:, vers Ex  :35(B ~\ (B°UBY)).
De E: vers Ex.\n :sB%.

De Ej:n vers Exy i s(B¥ N B).

Cependant, cet automate n’est pas satisfaisant car il ne prend pas en compte les
affines-triangulaires (éléments de N). Il est facile de voir (¢f. lemme 6.4) que, pour
s € g,onasNs C NII NsN. On en déduit que BsB(s)sB C B 1l BsB, ce qui permet
de remplacer (x) par la condition suivante qui est plus restrictive :

(*), h; € sB = hjy ¢ sB(s).

On ne peut pas restreindre aussi facilement la condition (). En effet, pour réduire la
longueur d’un élément de B5B(5)sB(s5)5B(s)sB, nous sommes confrontés au probleme
de non-commutativité suivant : B*sN # NB%s. Létat Eg, doit étre capable de conser-
ver I'information de la valeur de laffine-triangulaire situé entre le 5 et le s. On est
ainsi amené a éclater les états Eg (resp. 'état AwA) en une droite (resp. en la réunion
de deux plans) cf. remarque 4.3. (2). Ceci permet d’utiliser une propriété de com-
mutation (cf. lemme 5.2) et conduit naturellement a la définition de automate de
longueur.
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Notation 4.2

(1) Onpose B//H = {oc € B; o(x) —x € k[y,z],0(y) — y € klz],0(2) = z} et
pour C C B, on pose C//H = C N (B//H).

(2) Pours € G, onnote N° = NN B

(3) Pours € gett € N¥//H, on pose NF = tH et B,(s) = N¥(B°//H).

(4) Pours € gt € N¥//Heta € N°//H, on pose N} , = sacHsst 5 et B, (s3) =
N; , (BS/H). |

Remarque 4.3 (1) Pour touts € S, ona Hs = sH.

(2) Pour tout s € g, on a les isomorphismes canoniques de groupe suivants
N¥//H =~ k (droite), N°//H ~ k* (plan) et N//H =~ k’, k étant considéré comme
groupe additif.

Proposition 4.4

(1) Pour touts € g, N* est réunion disjointe des N° (t € N¥//H).
(2) Pourtouts € gett € N*//H, N* est réunion disjointe des N; , (o« € N*//H).

Preuve Pours € g, (1) résulte de [ | /i tH = N*.

tENS
Pours € gett € N¥//H, ona st~ !5 € N°. Les applications 3 — sf3s et

B +— B3t~!5 sont des bijections de N* dans lui-méme. Donc (2) découle de
I—[aeNs//H ol = N°.

Définition 4.5 (Uautomate de longueur) On définit un automate A :
Les états sont : Eyq ’état initial.

— Pour chaque s € g, un état E;.
— Pour chaque s € gett € N¥//H, un état E(t).
— Pour chaque o € (N} UNT™)//H, un état Ex;(v).

Les transitions sont (pour r,s € g, t € N*//H, u € N¥//H,v € N"//H,
a€N°//Het € (NNUNT)//H):

De Ey vers E; : sB.

De E, vers E : s(B ~ B(r)) .

De E;:(v) vers E : s(B ~ B(r)) .

De Ey(3) vers F, ; s(B ~ (B(\) UB(m)) ) 51,
De E; vers Eg(t) : 5B (s).

De Eq(u) vers  Eg(t) : §(B(s) N B(59)) .

De Ea(8) vers E(®)  :5(Bio)~ (BEUBE) ) A

De Eg(t) vers Eyza(a) 5B (s5).
De Ey(B) vers Eya(a) :s(Biga(ss) N B(s)) 37
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Remarque 4.6  Les transitions sont classées ci-dessus (resp. ci-dessous) en fonction
de Pétat d’arrivée (de départ), ceci pour faciliter la démonstration de la proposi-
tion 5.4 (resp. du lemme 6.2).

De Eyg vers E; : sB.

De E, vers E, (BN B(s)).

De E; vers Eg(t) : 5B (s).

De Eg(u) vers E, : r(B ~ B(s)) .

De Egs(u) vers  Eg(t) : §( B (s) B(§s)) .

De Es(u) vers  Eypa(a) 1 5B, o(55).

De E\:\(8) vers E; : S(B ~ (B(s) U B(§)) ) 8L

De Ea(8) vers E(®)  :5(Bio)~ (BE)UB) ) A

De Exa(8) vers Exnn(@) :s(Bua(ss) \ B(s)) 57

5 Le lemme de I’état final

Remarque 5.1 Lelemme de’état final (cf. proposition 5.4) est un résultat technique
qui sert a démontrer le théoreme d’automatisation (cf. théoréme 6.7). L'idée est que
si D est une A-décomposition, I'information donnée par fin(D) (cf. A.8) se traduit
par des conditions sur les derniéres lettres d’'une décomposition équivalente.

Lemme5.2 Poursc get f € N*ona:s(B*//H)sf = fs(B¥//H)s.

Preuve Il suffit de démontrer que s(B*//H)sf C fs(B¥//H)s car N* est un sous-
groupe de B.

Casl s= .
Soient f = (ax + by, cy,dz) € N etg = (X+P(Y),)’) € B™//H.
Alors A\fTIAgAfA = (x+aP(d"'y),y) € B™//H.

Cas2 s=m.
Soient f = (ax, by + cz,dz) € N etg = (XJ’ "‘P(Z)) € BM//H.
Alors wf ~'mgm fr = (x,y +aP(d~'2z)) € B’ //H.

Lemme5.3 Poursc gt e N¥//Heta € N°//H, ona:sN; ,iNJ’s = asssH.

Preuve Ona: sN; $Ni°s = ssaHsst'sstHs = aHssHs = asssH.

Proposition 5.4 (Lemme de état final)  Etant donnée une A-décomposition D, il
existe une g-décomposition D' = (a,by,...,a1by) (a; € get b; € B) équivalente, de
méme longueur n et telle que :

(a) sifin(D) = E; avecs € galorsa, =s,
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(b) sifin(D) = Ex(t) avecs € gett € N¥//H alorsa, =5, b, € N eta,_; =,
(c) sifin(D) = Exrr() aveca € (NUNT)//H alors a,b,a,_1b,_ 14,2 € aATAH.

Preuve Démontrons la proposition 5.4 par récurrence sur lg(D).

Silg(D) = 0, alors fin(D) = Eyg, donc on peut prendre D’ = D. Soit n €
N un entier, supposons le résultat acquis pour les A-décompositions de longueur
inférieure ou égale a n. Soit & = (cy41dut1,-..,01d1) (¢; € getd;, € B) une
A-décomposition de longueur #n + 1. En appliquant ’hypothese de récurrencea D =
(cudy, - . ., c1d1), on obtient une décomposition équivalente D’ = (a,b,,...,a;b;)
(a; € getb; € B) vérifiant (a)—(c). Il y a trois cas :

Cas0 fin(€) = E; avecs € galors c,41 = s et (a) est vérifié.
Cas1 fin(€) = E(t) avecs € gett € N¥//H. Il ya deux sous-cas :

Cas 1.1 fin(D) = E; ou fin(D) = Ex(u) avec u € N¥.
Ona: ¢y =5,dy =abaveca € N¥eth € B'//Heta, =s.
Dol : ¢,1d,41a,b, = Sabsb, = sas(sbsb,,) et sbsb,, € B.
Posons &' = (5, s(sbsby), au—1bu_1, . ..,a1b).
La A-décomposition & est équivalente a € et vérifie (b).

Cas 1.2 fin(D) = Ey;\(B3) avec 3 € (N UN™)//H.
Ona: ¢, =Setd,y =abB 'aveca € Nfetb € B'//Heta,bya,_1by_1a,—2 =
(Bsssh avec h € H.

Dou : ¢dpmanbuan_1b,_1a,_3b,_» = 3Sabssshb,_, = 3as(sbs)sshb,_, et
sbs € B.
Posons &' = (s‘a, s(sbs), §,shb,_», ayn_3bp_3 . .., albl) .

La A-décomposition &’ est équivalente a € et vérifie (b).
Cas2 fin(€) = Eyxp\(a) avec o € (N} UN™)//H. Ily a deux sous-cas :

Cas 2.1 fin(D) = E(t) avecs € gtel que « € N°//H ett € N¥//H.

Ona: ¢ =setd,, =abaveca € N;  etb € BS//H,a, = 5 b, € N et
ay—1 = S. '

D’apres le lemme 5.2, on a : 5bsb, = b,5b’savec b’ € BS//H.

D’apres le lemme 5.3, on a : sash,s € asssH.

Dol : cus1dpi1anbpan—1b,—1 = sabsb,sb,_, = sasb,s(ssb’ssb,_,) et ssb’ssb,_,
€ B.

Posons &' = (sa, by, s(ssb'5sb,_1), ap—2by_s, ..., albl) .

La A-décomposition &’ est équivalente a € et vérifie (c).

Cas 2.2 fin(D) = Exp\(B) avec 3 € (N* UNT™)//H.

Ona: ¢, = savecs € gtel que o € N°//H et d,; = abB~ ! aveca € Nij o et
b € B¥eta,b,a,_1b,_1a,_, = Bssshavech € H.

Dol c,y1dui1anbya,_1by_1a,_2b,—» = sabssshb,_, = sass(ssbss)Shb,_, et
ssbss € B. D’apres le lemme 5.3 (avec t = Id), on a : sass € asssH.
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Posons &' = (sa, 5, 5(s5b3s), shb,_», ay_3b,_3 . .. ,albl) .
La A-décomposition €’ est équivalente a & et vérifie (c).

6 Le théoreme d’automatisation

Dans cette section, nous démontrons le théoreme d’automatisation (cf. théoréme 6.7)
qui permet a partir d’une décomposition quelconque D de construire une décompo-
sition D’ équivalente a D, reconnue par 'automate A et de longueur inférieure ou
égale a celle de D.

Notation 6.1 Soit E un état de Pautomate A. On note out(E) 'ensemble des tran-
sitions de E vers F, ou F parcourt 'ensemble des états de A.

Lemme6.2 Ona:

(a) Pourse getu e N¥//H, out(E;) = out(Ess—(u)) =3sBII s(B ~ B(s)) .
(b) Pour § € (N*UNT)//H, out(Exar(8)) = [Icq (B~ B(s)) 57"

Preuve Pour s € g, ona: Hteng//Hfo = N¥ et N¥(B°//H) = B(s). Donc

HtENSE//HBt(S) - B(S)'
Pours € gett € N¥//H,ona: ]_LMENS//HNf’(1 = N°et N°(B¥//H) = B(s3),

donc HGENS//H Bt o(s5) = B(s3).
D’ou, pours € gett € N¥//H :

out(E;) = [[r(B~B(s)) I ] sBi(s)=sBIIs(B\ B(s)),

res teNs //H
out Ess(u) H r B~ B(s) I H B,(s ~ B( ss H H §By, o (35)
res teNs //H aeNs//H

=3B1ls(B~\ B(s),

etpour 3 € (N\UN™)//H :

out(Exm(8)) 8
- Hs(((B\B(s')) I JI (BO~B) I ] Buss) \B(S))
sEg teNSS’//H ﬂeNS//H
= HS(B ~ B(s)) .
seg

Corollaire 6.3  Une sous-décomposition d’une A-décomposition est encore une A-
décomposition.
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Preuve Pours € g, t € N¥//Het 3 € (N\UN™)//H,on a: out(EAﬂ(ﬁ)) C
out(E;) = out (Ess-(t)) C out(Ey). Ceci implique que A reconnait les mémes mots
que si tous ses états étaient initiaux. Par ailleurs, tous les états de A sont terminaux.

Lemme 6.4 Poursc g ona:sNsC NIINsN.

Preuve Pours =m,onanNw C ZN HseeNSN = NI N=N.

Pour s = A, soit v = (ax + by + cz,dy + ez, fz) € N. Sie = 0 alors \vA € N
et si e # 0 alors en posant p = (x, e Ny — dz)) € Nona: ApArvA € N. Donc
AVA € NAN.

Notation 6.5 Soit D = (a,b,,...,a1b1) (a; € getb; € B) une g-décomposition.
Pour s € g, on note Ig (D) = card{i e{1,...,n}sa;, = s}.

Remarque 6.6  Soit D une g-décomposition ; on alg(D) = Ig, (D) +1Ig_(D).

Théoreme 6.7 (Automatisation)  Soit & une g-décomposition. Si € n'est pas une
A-décomposition, alors il existe une g-décomposition &' équivalente a &, telle que
Ig(€') < 1g(€) etlg (E') <1g (), pour touts € g.

Preuve Soit & = (¢udp,...,c1dy) (ci € getd; € B) une g-décomposition, qui
nest pas une A-décomposition. Lautomate A reconnait tous les mots de longueur 1.
Doncilexisten € {1,...,m— 1} tel que D = (c,d,, . . ., c1d)) est reconnu, mais pas
(cns1dus1, - - -, c1d1). On peut supposer que n = m— 1. Appliquons la proposition 5.4
a la A-décomposition D. On obtient une décomposition D’ = (a,b,,...,a1b;)
(a; € getb; € B) équivalente a D et vérifiant (a)—(c).

Cas 1 fin(D) = E; ou fin(D) = Ey(t) avecs € gett € N¥//H.
D’apres le lemme 6.2, ona ¢,y = s, dyy; = abaveca € Netb € B. Dapres

la proposition 5.4, on a a, = s. Dou : ¢,41dy1a,b, = sabsb, = (sas)(sbsb,)
avec sbsb, € B. D’apres le lemme 6.4, sas € N U NsN. Si sas € N, on pose
& = (ay_1by_1,...,a1b1), si sas = aysa; avec aj,a, € N, on pose &' =

(s(alsbsbn),an,lbn,l, e albl) .

Cas2 fin(D) = Ey;y () avec o € (N* UNT)//H.

D’apres le lemme 6.2, il existe s € g tel que ¢,+; = setd,;; = aba'aveca € N
et b € B’. D’apres la proposition 5.4, on a : a,b,a,_1b,_1a,_, = asssh avec h € H.
Dot ¢,41dy+10,bya,—1b,— 10, = (sas)(sbs)Ssh avec sbs € B et, d’apres le lemme 6.4,
sas € NU NsN. Sisas € N, on pose &' = (§,shb,_,, an_3b,_3,...,a1b1), si sas =
a,say avec ay,a, € N, on pose &' = (s(alsbs), 5,shb,_»,a,_3b,_3,. .. ,albl) .

Dans les deux cas, on a obtenu une g-décomposition €’ équivalente a &, et telle
quelg(&’) < 1g(€) etlg (') <Ig (&), pour touts € g.

Corollaire 6.8  Soit D une g-décomposition de longueur g-minimale, alors D est une
A-décomposition.
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Se pose le probleme de la réciproque.

Question 6.9 Toute A-décomposition est-elle de longueur g-minimale ?

Si la réponse a cette question s’avérait négative, il faudrait affiner I'automate A.
Ceci est toujours réalisable, car, étant donné un automate déterministe, il existe un
automate qui reconnait les mémes mots sauf un mot donné.

7 Décompositions minimales

Une décomposition automatique est une décomposition dans laquelle on cherche a
minimiser la longueur. Pour cela, on impose des conditions sur la fin de la décom-
position. Une fois ceci fait, on cherche maintenant a minimiser la suite des degrés
d’une composante. On procede par induction, en commengant par le début de la
décomposition (que 'on parcourt donc dans I’autre sens). On aboutit a la formalisa-
tion des principes de la section 3, Cest a dire a la notion de décomposition minimale.

Notation 7.1 Soit D = (hs, hy, h;) une A-décomposition de longueur 3 telle que
fin(D) = Exra () avec a € (N*UNT)//H. Alors, d’aprés la proposition 5.4, il existe
b € B tel que aAmAb = hshyh;. Cette relation détermine b que ’on note b(D).

Définition 7.2 (B-ordre) On appelle B-ordre I'ordre sur k[x, y, z] obtenu en com-
parant lexicographiquement le degré (total), le degré en y et z, puis le degré en z. Un
polynome est dit B-minimal s’il est minimal pour cet ordre.

Définition 7.3 (Décomposition minimale) Soit D = (hy,, ..., h) (avec h; = a;b;,
a; € getb; € B) une A-décomposition, on dit que D est minimale si pour tout
ie{l...n},

(1) sil <i<mn—2etsienposantD; = (hj;3, hi+1, h;) onafin(D;) = Exqy(«) avec
a € (N*UN™)//H alors w;(D) = b(D;)z;_ (D) est B-minimal dans 'ensemble
(B* U B")w;i(D),

(2) sinon z;(D) est B-minimal dans ’ensemble B% z;(D).

Remarque 7.4  La conclusion dans (1) est plus forte que (2), i.e., si D est une A-
décomposition minimale alors z;(D) est B-minimal dans ’ensemble B%z;(‘D) pour
touti € {1...n}. Cette condition est celle du principe 1 et la condition (1) formalise
le principe 3.

Remarque 7.5 Une sous-décomposition d’une A-décomposition minimale est en-
core une A-décomposition minimale.

Définition 7.6  Soit A, un automate. On appelle Ay-décomposition minimale une
Ap-décomposition qui est aussi une A-décomposition minimale.

Théoréme 7.7 (Minimisation) Soit o € T, alors il existe une A-décomposition de o,
minimale.
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Preuve D’apres le corollaire 2.3, il existe une g-décomposition D = (h,, ..., hy)
(avec h;j = ajb;, a; € getb; € B) de o que Pon peut supposer de longueur g-
minimale, ce qui implique, d’apres le corollaire 6.8, que D est une A-décomposition
deo.

Pour 7 valant successivement 1,...,n:

Casl 1 <i<n-—2etenposant D; = (hiy2, his1,h), ona fin(D;) = Ex;a()
avec a € (N* UN™)//H.

Posons b = b(D;), on a: aATAb = h; ,h;y1h;. Considérons ¢; € B U B” tel que
¢;bzi_1(D) soit B-minimal dans 'ensemble (B* U B™)bz;_1(D). Soit s € g tel que
¢ € B.

On remplace D par D’ = (hn, ooy hivg, hisag s, §(sci_ls), scibhi—q, ..., hl) .

La décomposition D’ est équivalente & D sii < n — 2, et quasi-équivalente a D si
i=n-—2.

Cas 2 Cas autres que le cas 1.
Considérons ¢; € B% tel que ¢;z;(D) soit B-minimal dans 'ensemble B%z;(D).
On remplace D par D’ = (hn, oy higo, hi+1C;1, a;(a;cia;)b;, hi_q, ..., hl) .
La décomposition D’ est équivalente a D si i < n, et quasi-équivalente a D si
i=n.
Apres ces n modifications, on obtient une décomposition minimale.

Conjecture 7.8  Soit o € T et soit D une A-décomposition minimale de o, alors D
est une CD-décomposition de o.

8 Polynomes faibles

La notion de polynome faible permet de reformuler la conjecture 7.8 en une conjec-
ture portant uniquement sur un polynome (cf. conjecture 8.6). Nous donnons, dans
cette section, des exemples et des propriétés élémentaires des polynomes faibles.

Définition 8.1 (Polynéme faible) Soit f € k[x, y, z]. On dit que f est faible si pour
toutb € Bona:degh(f) > degf.

Remarque 8.2 Dans la définition précédente, on peut remplacer B par B//H.
Exemple 8.3 Les polynomes de degré 1 sont faibles.
Exemple 8.4 Soit f(x,y,z) = y + z(xz + y*) € k[x, y,z]. 1l sagit de la seconde

composante de Pautomorphisme de 'exemple 1.4. Elle est faible. En effet, pour tout
b= (x+Py(y,2),y +Ql2),z) €B//Hona:

b(f)(x,y,2) = y + Qo(2) +z(P0(y, 2)z + (y + Qo(z)) 2) + 2%x.

Le terme z°x est de degré 3 donc degb(f)(x, y,2) > 3 = deg f(x, y, 2).
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Exemple 8.5 Soit f(x,y,z) = y +x* + 2xy° — 2 + 3xyz — 2y*2* € k|x, y, z] avec

car(k) # 2. Il s’agit de la troisieme composante de 'automorphisme de 'exemple 1.9.
Elle est faible. En effet, soit R € k[y]:

f(x+R(),,0) = y+ (x+R(») " +2(x+R(y) y*
=R (R(y) +25°) +y+2x(R(y) +y°) +x*.

Si le terme dominant de R(y) est —y°, le terme R(y)(R(y) + 2)/3) est de degré 6.
Sinon le terme 2x(R(y) + y3) est de degré > 4. Donc pour tout R € k[y],

degf(x+R()/),y7 0) >4 =degf(x,y,2).
Pour tout b = (x+P0(y7 z),y+ Qo(z),z) € B//H onadonc:

degb(f)(x,y,2) > deg f(x+ Py(y,0),,0) > deg f(x, y,2).

Rappelons que z.(D) = z,(D) oun = 1g(D) (¢f. 2.7). La conjecture centrale est
la suivante :

Conjecture 8.6  Soit D une A-décomposition minimale, alors le polynéme z,.(D) est

faible.

Corollaire 8.7 La conjecture 8.6 implique la conjecture 2.15.

Preuve Soit o € T. D’apres le théoreme 7.7, il existe une A-décomposition D de o
minimale. En appliquant la conjecture 8.6 aux sous-décompositions initiales (cf. 2.5)

de D, on montre que D € CD(0).

Proposition 8.8  Soit f € k[x,y,z] un polynéme faible et R € k[T], alors
R(f(x,y,2)) estfaible.

Preuve Soitb € B,ona b(R(f)) = R(b(f)) donc:
deg( b(R()) ) = deg(R) deg(b(/)) > deg(R) deg(f) = deg(R(f)

Proposition 8.9  Soit R € kly,z] C k[x, y,z] un polynéme faible, alors R(x, z) est
faible.

Preuve Soit b = (x + Py(y,2),y + Qo(2),z) € B//H, on a b(R(x,2)) =
R(x+P(y,2),z). Donc

deg(b(R(x, z))) > deg(R(x+P0(0,z),z)) .

Puisque R € k[y, z] est faible, deg(R(y + Py(0,2),2) ) > deg(R(y,2)). Onen
déduit que deg(b(R(x, z)) ) > deg(R(x, z)) .
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Proposition 8.10 Soit f(x, y,z) = ZHN{Q ai,jAkxiyjzk un polynéme de degré 2. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) lepolynome f est faible,
(2) az00F# O0ouay g F# 0ouargy # 0ou(ajgo=0et(ap20 7 0ouag; # 0ou
(ap10=0etagp, #0))).

Preuve Un polynome f € k[x, y,z] de degré 2 n’est pas faible si et seulement si il
existe | € k[x, y,z] de degré 1 et b € B de degré 2 tel que f = b(l).

Exemple 8.11 Les polyndmes suivants sont faibles : y + x%, z + xy + y%, y + xz et
z+ 2

Proposition 8.12  Soienta € k* et R € k[y], alors f(x, y,z) = az + R(y) est faible.

Preuve Pour tout b = (x + Py(y,2),y + Qo(z)) € B//Hona: b(f)(x,y,z) =
az+R(y + Qo(z)) donc deg b(f) = max{1, deg(R) deg(Qo)} > deg(f).

Proposition 8.13  Soienta € k* et P € k[x,z], posons f(x, y,z) = ay + P(x,z) et
supposons que f soit B-minimal dans B” f, alors f est faible.

Preuve La B-minimalité de f dans B" f implique que P(x,z) est de degré mini-
mal dans I'ensemble {Q(z) + P(x + R(z),z) ; QR € k[z]}. Pour tout b =

(x+Py(y,2),y+Qo(2)) € B//Hona: b(f)(x,0,z) = aQy(z) + P(x+ P(0,2),2),
donc degb(f)(x,0,z) > degP(x,z) ; doudegb(f)(x, y,z) > deg f(x, y,2).

9 Boucles \ ('automate L)

Dans cette section, on étudie 'automate Ly qui décrit la situation en dimension 2.
On démontre des résultats qui découlent du théoreme de Jung-van der Kulk et qui
seront utiles dans la section suivante.

Définition 9.1 (Uautomate £y) On définit L, Pautomate dont les deux états sont
Eyq (initial), et E) et dont les transitions sont :

De Eyg vers E, :AB.
De E, vers E) :/\(B\B()\)).

Remarque 9.2 On peut représenter L par la figure suivante :

Eg | A _IE, Q)\(B\B(/\))

Remarque 9.3 Ce sous-automate décrit les automorphismes de D = B E.
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Définition 9.4 (c.H.g.) Onappelle c.H.g. un élément de H, ou tout automorphisme,
p, qui s'écrit p = hy, - - - hy ou (hy, ..., hy, A) est une Ly-décomposition. Autrement
dit, (hy, ..., hy) est reconnu par Pautomate ayant un unique état (initial) E, et pour
transition de E) vers E), : )\(B ~ B()\)) . On peut dire aussi que (h,,, . .., h,) est une
Lo-décomposition telle que hy ¢ B(A).

Remarque 9.5 Via la projection (f,g,h) — (g, h) de D dans le groupe des auto-
morphismes de la k-algebre k[y, z], les c.H.g. correspondent a ce que ’on appelle en
dynamique, composée de transformations de Hénon généralisées (cf. [FM], [Lam]).
Ce sont les automorphismes considérés comme dynamiquement intéressants.

Notation 9.6 Pour P € k[y, z], on note I1t(P) la forme homogene de plus haut degré
de P.

Proposition 9.7 Soit D = (h,,, ..., hy) une Ly-décomposition alors :

(1) deg(z:(D)) =IT;_, deg(hi(y)),
(2) z,(D) € kly,z] etsin > 1alors lt(zn(D)) € kly].

Preuve La proposition 9.7 est une conséquence du théoreme de Jung et van der Kulk
(¢f. [Fu, preuve de la proposition 1]).

Théoreme 9.8  Soit D une Ly-décomposition alors le polynéme z.(D) est faible.

Preuve Posons f = z.(D). Soit b € B//H. Si b € B()) alors deg(b(f)) =
deg(f) car f € k[y,z]. Sib € B~ B()\) alors, d’apres la proposition 9.7 ap-
pliquée a la Ly-décomposition, D’ = (Ab, D), ona: deg(b(f)) = deg(z.(D’)) =
deg(b(y)) deg(f) > deg(f).

Proposition 9.9  Soit p une c.H.g. alors :

(1) p(y) est faible,
(2) deg(p(2)) < deg(p(y)) avec égalité si et seulement si p € H,

(3) siRekl[ylete € {0,1} alorsep(z) +R(p(y)) est faible.

Preuve Sip € H, il suffit d’appliquer la proposition 8.12. Sinon, on peut écrire p =
hy---hyouD = (hy,...,hy, A) est une Ly-décomposition. Alors p(y) = z.(D),
donc (1) résulte du théoreme 9.8. En posant D; = (h,,, . .., h,), alors p(z) = z.(D,),
donc (2) résulte de (1) de la proposition 9.7.

Montrons (3). Si deg(R) = 0 Cest le théoréeme 9.8. On peut donc supposer
deg(R) > 1. Posons f = ep(z) + R(p()/)) et soit b € B. Si b € B(\) alors
deg( b(f)) = deg(f). Sib € B\B(A) alors Abp est une c.H.g. En appliquant (2),ona
donc deg(f) = deg(R) deg(p(»)) et deg(b(f)) = deg(R)deg(bp(y)) etd’apres (1)
onadeg(p(y)) < deg(bp(y)),d ot deg(f) < deg(b(f)) et f est faible.
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10 Polynomes faibles (suite)

Dans cette section, on suppose que la caractéristique de k est nulle. On montre que
les polyndmes d’une certaine forme sont faibles. Ceci répond en partie a la conjec-
ture 8.6.

Théoréme 10.1 (car(k) = 0)  Soit f(x, y,z) = ep(z) + R(x + Pi(y, z),p(y)) avec
€ €{0,1}, R € k[x, y], p une c.H.g. et P, € kly,z] tel que f soit B-minimal dans B* f.
Alors le polynéme f est faible.

Preuve Dans cette démonstration, nous distinguons un certain nombre de cas or-
donnés de facon lexicographique.

Cas0 R € k*x+ k[y].
Ona f € k*x, donc f est faible (cf. exemple 8.3).

Cas1 R € k[y].
Alors f est faible d’apres (3) de la proposition 9.9.

Cas2 R € k[x,y] ~ (kx+k[y]).
On a, en particulier, deg(R) > 2.
Soitb = (x+P0(y7 z), Qo(z),z) € B//H.Ona:

b(f)(x,y,z) = ebp(z) + R(x + P(y, 2), bp(y))

ou P(y,z) = Py(y,2) + P1(Qu(y,2),2).
1l s’agit de montrer que deg(f) < deg(b(f)).

Cas2.1 be B()\).

On peut supposer que b € BA//H, i.e., Qo(y,z) = y. Alors b(f)(x, y,z) = ep(z) +
R(x + P(y, 2), p(y)) ,donc deg(f) < deg(b(f)) par minimalité de f.

Ceci termine la preuve du cas 2.1.

Cas2.2 b€ B~ B(\).
On a deg(Qyp) > 2.

Cas 2.2.1 R € k[x].

Cas2.2.1.1 ¢=0.
Onadeg(f) < deg(b(f)) d’apres la proposition 8.8.

Cas2.2.1.2 e¢=1.

Posons Q = bp(z) et Q; = p(z). Posons g = degQ et q; = deg Q,. D’apres la pro-
position 9.7, deg(bp(z)) = deg(QO)deg(p(z)) donc 2g; < g. Posons It Q(y,z) =
0z1, etlt Qi(y,z) = Biy? etlt R(x) = vx" (r > 2). Onadeg(f) < max{ deg(p(z)) ,
deg(R)} = max{q;,r} par minimalité de f.
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Cas 2.2.1.2.1 ItP(y,z) = azf aveca € k* et p > 2 avec pr = qet f+va' = 0.
Le coefficient de x dans Q(y, z) + R(x + P(y, z)) € kly, z][x] est de degré p(r — 1)

donc deg(f) < max{q;,r} <1 <q(1— %) =p(r—1)< deg(b(f)).

Cas 2.2.1.2.2 1t P(y,z) ¢ k[z] oubienlt P(y,z) = azf avec pr # qou 3+ vya" # 0.

On a deg(f) < max{q,r} < max{q, pr,r} = deg(b(f)) .
Ceci termine la preuve du cas 2.2.1.

Cas 2.2.2 (début) R € k[x, y] \ k[x].

Posons Q = bp(y) et Q1 = p(y). Posons g = degQ et q; = deg Q;. D’apres la
proposition 9.7, deg( bp(y)) = deg(Qop) deg( p(y)) donc 2q; < q.

Posons It Q(y, z) = Bzl etlt Qi(y,z) = Bry?.

Onadeg(f) < max{ deg(ep(2)) ,deg(R(x, Qi (y, z))) } < degR(x, Qi(y,2))
la premiére inégalité provenant de la minimalité de f et la seconde du fait que, en
utilisant (2) de la proposition 9.9, et puisque R € k[x, y] \ k[x], on a deg(ep(z)) <
deg(p(y)) < degR(x,Qi(y,2).

Montrons que : degR(x, Qi (y, z)) < degR(x + P(y,2), Q(y, z)) (M).

Pour chaque polynéme-face! F de R on écrit :

1 n Vi
X
(%) F(x,y) = cx™y™ {y”"’"Ai (y_’”ﬂ
i=1
avec ¢ € k*, vo,my € N, [, m,n € N*, m et n étrangers et pouri € {1,...,1}, A; €
k[x] unitaires, irréductibles, deux a deux étrangers et tels que A;(0) # 0, a; = degA;
etv; € N*,

On pose ay = %, a= Z;ZO a;vi, Fo(x, y) = x et Fi(x, y) = y“"mA,-(;—:, .

Quitte a remplacer R(x, y) par R(x + S(y), y) et P(y, z) par P(y,z) — S(y) pour
S € k[y], on peut supposer que an > 2v; pour touti € {1,...,1}.

En effet, on proceéde par induction en considérant successivement chaque po-
lynome-face suivant I'ordre croissant de leur pente (—m/n). Si pour un polynéme-
face F on a: an < 2v;, pour un certain igp € {1,...,I} alors, en particulier, n = 1,
a, = letv, > v;pour touti € {0,...,I}. En remplagant R(x, y) par R(x —
A (0)y™, y) , on ne modifie pas les polynémes-faces de pente plus petite et apres
cette transformation sur la face F on a: vy > v; pour tout i € {1,...,I} donc
an > vo +v; > 2v;.

Cas 2.2.2.1 1t P(y,z) = azf avec o € k* et p € N et il existe un polynome-face F de
R tel que, avec les notations de (), on ait pn = gm et A; (¢") = 0 pour un certain
io € {1,...,1} (Cestadire que A; (T) = T — 55).

Cas 2.2.2.1.1 n < mq, (Cestadire q;(mo +am) > an+ -my).
Soiti € {1,..., I}, posons A;(T) = Y% a; ;T/.

1Si v € N x N est tel que la somme F, des mondmes de R dont le degré pondéré par v est maximal
n'est pas un monodme, on dit que F, est un polyndme-face de R.
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q1(mgy + am)

my + am

moy + am — "vo

my

O Vo an an + %mo x

Soit s € N, le coefficient de x° dans F; (x + P(y,2), Q(y, z)) est

ai

3 a (”)P(y, 2" Qy, )",
j=ls/n) )

son degré est donc (si s < a;n) inférieur ou égal a gma; — sp avec égalité sis = 0 et
i#igousis = 1eti=ipetinégalité stricte sis = 0 et i = 1.

Puisque F(x, y) = cy™ HLO Fi(x, y)", ceci implique que le coefficient de x"o de
F(x + P(y,2), Q(y, z)) € kly, z][x] est de degré g(mo + ma — v;, ).

En effet, le coefficient de x"o dans ngo F; (x+ P(y,2),Q(y, z)) " est la somme sur
tousless; j € Ntels que 25:0 > i1 sij = vi, des produits des coefficients de x/ dans
Fi(x+P(y,2),Q(y,z)) . Son degré est donc majoré par Zﬁ;o Z;’:l (qma; — s; jp) =
gma — vj, p avec égalité pour” s; ; = d; ;, et inégalité stricte sinon.

D’ou : degR(x + P(y,z),Q(y,z)) > q(mg + am — v;, ") > qi(mg + am) car
q > 2q etan > 2v;,. Par ailleurs, degR(x, Qi (y, z)) < q1(mgy + am) car n < mgq;.
D’ol, finalement, degR(x7 Q1 (y, z)) < degR(x + P(y,2), Q(y, z)) . On obtient la
majoration (M).

Cas 2.2.2.1.2 n > mq, (Cestadire p < %).

20n note § le symbole de Kronecker, §; j = 1sii = j et 0 sinon.
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Considérons un mondéme x“y¢ de R(x, y) qui donne le degré de R(x, Qi (y, z)) ,
Cest a dire tel que d + g soit maximal. Le coefficient de x? dans (x + az?)¥(321)° €
k[z][x] est nul ou de degré ge et si xd/ye/ est un autre monome de R(x, y), le coeffi-
cient de x4 dans (x + az?)? (821)¢" € k[z][x] est de degré p(d’ —d) +ge’. Ona:
p(d —d)+qe’ < %(d’ + qie’ — d) < ge et la premiere inégalité est stricte sauf
sid’ = d et, dans ce cas, la seconde inégalité est stricte dés que ¢/ # e. Donc le
coefficient de x4 dans R(x + P(y,2), Q(y, z)) € kly,z][x] est de degré ge. D’ou :
degR(x, Q1 (y, z)) =d+qe < d+ge < R(x + P(y,2), Q(y, z)). On obtient la
majoration (M).

Cas 2.2.2.2 1t P(y,z) ¢ k[z] ou bien, en posant p = deg(P), il n’existe pas de po-
lynéme-face F de R tel que, avec les notations de (), on ait pn = gm et A;;(a") = 0
pour un certain iy € {1,...,1}.

On a: degR(x7 Q1 (y, z)) < degR(x, Q(y, z)) < degR(x+ P(y,z), Q(y, z)) .

On obtient la majoration (M).

Cas 2.2.2 (fin) Gréce a la majoration (M), on obtient

deg(f) < degR(x, Ql(y,z)) < degR(x—FP(y,z)7 Q(y, z)) .

La majoration (M) provient, dans les cas 2.2.2.1.1 et 2.2.2.1.2, d’'un mon6me de
k[x, y,z] ~ k[y,z] et, dans le cas 2.2.2.2, d’'un terme de degré suppérieur ou égal
a deg(Q) donc strictement supérieur a deg(ebp(z)). La majoration (M) implique
donc que deg(f) < deg(b(f)). Ceci termine la preuve du cas 2.2.2.

11 Boucles )\ (les automates L, et L))

On introduit, dans cette section, 'automate £; (resp. £,) qui décrit les décompo-
sitions minimales associées a des automorphismes de D7D (resp. DmrD7BA). On
montre la conjecture 8.6 pour les £;-décompositions (resp. L,-décompositions).

Définition 11.1 (Le sous-automate £;) On définit Pautomate £; dont les quatre
états sont Eyg (initial), E}, E et E} et dont les transitions sont :

De Eqg vers ES :)B.

De E, vers E, :A(B~B).
De EY wvers E; :wB\

De E,\, vers Ei :AB\.

De E, vers E, :A(B\B().

Remarque 11.2  On peut représenter L; par la figure suivante :
A(B~ B(\) A(B~ B(N)

Fu AB B 7B E,\ ABM E!

-
!

\i
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Proposition 11.3  Soit D une L-décomposition minimale. Posons f = z,(D).

Sifin(D) = EY, alors D est une Lo-décomposition.

Si fin(D) = Eqy, alors f(x,y,z) = R(x,z) avec R = z,.(Dy) oir Dy est un Ly-
décomposition.

Sifin(D) = E}, alors f(x,y,2) = R(x+P1 (y,2), p(y)) avec R = z,.(Dy) ot Dy est
un Lo-décomposition, p une c.H.g. et Py € kly, z] tel que f soit B-minimal dans B* f.

Preuve Soit R(y,z) € k[y,z] eth € 7B, alors h(R(y, z)) = R(x, z).

Soit R(x, z) € k[x,z] et h € AB*. Alors h(R(x, z)) = R(x, y).

Soit f(x,y,2) = R(x + P (y, z),p(y)) avec R(x,y) € k[x,y], p une c.H.g. et
Py € kly,z] etsoith = (bx+P(y, z), cz+Q(y), dz) € AB~B(A) alors h(f)(x, y,2) =
R(x + P (y,2), hp(y)) avec Ry (x, y) = R(bx, y) et

Py(y,z) =b"" (Po(y, 2) + Pi(cz+ Qo(y), dy) ) :

Remarque 11.4 Dans la proposition 11.3, et ce sera également le cas dans la propo-
sition 11.8, on n’utilise que la condition 2 de minimalité (¢f. la remarque 7.4). Ceci
est di1 au fait que 'on considere des décompositions D telles que Ig_(D) < 2. Les
problemes qui justifient 'introduction du principe 3 (des relations) n’apparaissent
qua partir delg (D) = 3 (cf Uexemple 3.5).

Théoréme 11.5 (car(k) = 0)  Soit D une L,-décomposition minimale, alors le po-
lynéme z,. (D) est faible.

Preuve Sifin(D) = Eg (resp. fin(D) = E,») cela résulte du théoréme 9.8 (resp. et
de la proposition 8.9). Si fin(D) = E} cela résulte du théoréme 10.1.

Définition 11.6 (Le sous-automate £,) On définit 'automate £, dont les cinq
états sont Eyg (initial), Eg, E., E\ et E} et dont les transitions sont :

De Eqg vers ES :)B.

De E vers Ep :mwB\.

De E,, vers E;,  :AB\.

De E;\, vers E; : mB.

De E, vers E}\ : A\B.

De E\ vers E, :A(B\B().

Remarque 11.7 On peut représenter L, par la figure suivante :

)\B)\'/r )\(B AN B()\))
Eu MBI B E B _|E, AB__IE}

https://doi.org/10.4153/CJM-2003-022-1 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2003-022-1

556 Eric Edo

Proposition 11.8  Soit D une L,-décomposition minimale, posons f = z,.(D).
Sifin(D) = EY alors f(x, y,z) € k*y.
Sifin(D) = E;y alors f(x, y,z) € k*x.
Sifin(D) = E; alors f(x, y,z) € k*y + k[x, z] est B-minimal dans B" f.
Sifin(D) = E}\ alors f(x, y,2) = p(z) + R(x+ Py(y,z), p(y)) avecR € k[x, y], p
une c.H.g. et P € kly, 2] tel que f soit B-minimal dans B .

Preuve Soit f € k*y eth € wB", alors h(f) € k*x.

Soit f € k*xeth € AB™, alors h(f) € k*x.

Soit f € k*xeth € wB, alors h(f) € k*y + k[x, z].

Soit f(x, y,z) = ay+R(x,z) € k*y+k[x,z] eth = (bx+P(y,z),cz+Q(y),dy) S
AB. Alors h(f)(x,y,2) = p(z) + Rl(x + Py(y, z),p()/)) , avec Ri(x,y) = aQ(y) +
R(bx,dy), P1(y,z) = b™'P(y,2) et p = (x, y, az).

Soit f(x,y,2z) = p(z) + R(x + Pi(y,2),p(y)) avec R € k[x,y], p une c.H.g. et
Py € k[y,z]. Sih = (bx+P(y,2),cz+ Q(y),dy) € A(B~ B())) alors hp est une
cH.g. et h(f)(x, y,2) = hp(z) + R4 (x + P (y, 2), hp(y)) avec Ry (x, y) = R(bx, y) et

Py(y,z) = b} (P(y7 2)+ P (cz+ Q(y), dy) ) .

Théoréme 11.9 (car(k) = 0)  Soit D une L,-décomposition minimale, alors le po-
lynéme z,. (D) est faible.

Preuve Si fin(D) = Eg (resp. fin(‘D) = E;)), cela résulte de I'exemple 8.3. Si
fin(D) = E;, cela résulte de la proposition 8.13. Si fin(D) = E}, cela résulte du
théoreme 10.1.

Exemple 11.10  Posons by = (x+ y%,y,2), by = (x,y — 2°,z) et by = (x, y + 2%, 2).
Considérons la décomposition suivante : D = (Abs, Ab,, wby, m, A).

C’est une L,-décomposition qui n’est pas minimale. La £,-décomposition mini-
male associée grace au théoréme 7.7 est celle donnée dans 'exemple 1.9, i.e., D' =
(b}, Aby, by, m, A) avec b} = (x+ 3yz+ 2,y + 22, 2). Elle est de longueur 5 etala
propriété suivante : deg(zi(ﬂ’)) =i — 1 pouri > 2. On peut se poser la question
suivante :

Question 11.11  Existe-t-il une A-décomposition minimale D de longueur 6 telle
que deg(zi(D)) =i—1lpouri>2?

Exemple 11.12 Posons by = (x+ y%,y,2), by = (x,y — 2°,z) et by = (x, y + 2%, 2).
Considérons la décomposition suivante : D = (Abs, Ab,, wby, 7, A).

C’est une L,-décomposition qui n’est pas minimale. La L,-décomposition mi-
nimale associée grace au théoreme 7.7, est : D’ = (A\b}, Aby, by, 7, A), avec b} =
(x + P(z,y),y + Z*,2) ol P(y,z) minimise le degré de z,(D") = f(x,y,2) =

y+ (x+P(1,2) " = 2+ y?)°.

— Sicar(k) = 2, par exemple P(y,z) = y°> + yZt et f(x,y,2) = y +2° + y8z + x? est
de degré 9 et est faible.
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En effet, soit b = (x+Po()/, z), Qo(z),z) € B//H,ona:
b(f) = Q+2 +Qlz+P)+x°.

deg(Qy +2° + Q§z + P§) > 9, donc deg(b(f)) > 9 = deg(f).

— Sicar(k) = 5, par exemple P(y,z) = y° et f(x,y,z) = y — 2> + 2xy° + x* est de
degré 6 et est faible.

En effet, soit b = (x+P0(y, z), Qo(z),z) € B//H,ona:
b(f) = Qo+ Po(Py +2Q) — 2° + 2x(Py + Q) + x°.

Silt Py + 1t Qf = 0 alors deg( Qy + Po(Po +2Q})) > 25, sinon deg(Py + Q) > 5.
Donc deg(b(f)) > 6 = deg(f)-
Si car(k) ¢ {2,5}, par exemple P(y,z) = y° + 3y°z + 2yz* et f(x,y,2) =
y+2° — 2yt — 2942 + (2y° + 5%z + 2yz?)x + x% est de degré 7 et est faible (f.
la preuve du théoreme 10.1).

Remarque 11.13 Dans I'exemple précédent, le polyedre de Newton de f est enve-
loppe convexe de ses intersections avec les plans x = 0 et z = 0, ce qui permet de le
représenter par ces deux polygones, sur un méme plan.

x oz x z x z
car(k) =2 car(k) =5 car(k) =0

12 Résultats a I’Alev

Dans cette section, on applique de facon concréte les théoremes de la section précé-
dente pour obtenir des résultats d’impossibilité de décomposition des z-automor-
phismes qui ne sont pas fortement modérés.

Remarque 12.1 Chaque corollaire de cette section est obtenu en appliquant le co-
rollaire 2.14 a la proposition qui le précede.

Proposition 12.2  Soit o € D, alors CD(0) # @.
Preuve Soit D une A-décomposition de ¢ minimale. Clairement D est une

Ly-décomposition. En appliquant le théoreme 9.8 aux sous-décompositions initiales
de D, on a z;(D) est faible pour tout i < 1g(D), i.e., CD(0) # 2.
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Corollaire 12.3  Soits),s, € Feto € D, alorss,051 ¢ Z \ F.
Proposition 12.4 (car(k) = 0)  Soit 01,0, € D, alors CD(017w0,) # @.

Preuve Soit € = (h,,, ..., h;) une A-décomposition de ¢ = om0, minimale. Mon-
trons par 'absurde que € est une L;-décomposition. L'automate £; reconnait tous
les mots de longueur 1, doncil existe n € {2,...,m} telque D = (h,_y, ..., ) soit
reconnu, mais pas (h,, ..., h;). Appliquons la proposition 11.3.

Sifing, (D) = Eg, alors D est une Ly-décomposition et i, € (B . B*). Posons
z.(D) = R(y,z) et h, = (y + P(x,z),x + Q(z),z) alors z,(€) = h,,(R(y,z)) =
R(x + Q(2), z) . Puisque It R(y, z) € k[y] (proposition 9.7) et deg(Q) > 1,ona:

deg(R(x+ Q(z),z)) = degZ(R(x+ Q(z),z)) = degy(R(y7 z)) deg(Q),

or deg(R(x,2)) = degy(R(y, z)) etdeg, (R(x,2)) < degy(R(y, 2)).

Ceci contredit la B-minimalité de z,(€) dans B"z,(&).

Sifing, (D) = E;y alors z,(D) = R(x,z) avec R = z,(Dy) ou Dy est une Ly-
décomposition et h, € A(B ~. B\"). Posons h, = (x + P(z,y),z + Q(y)) alors
z,(&) = hn(R(x, z)) = R(x+P(z, ¥), z) . Puisque It R(y, z) € k[y] (proposition 9.7)
etdeg(P) > l,ona:

deg(R(x+P(z, y)7z)) = degy’Z(R(xﬂ-P(z, y),z)) = degy(R()/, z)) deg(P).

Or deg(R(x, z)) = degy(R()/, z)) et degy’Z(R(x, z)) < degy(R()/, z)) .

Ceci contredit la B-minimalité de z,(€) dans B*z,(&).

Donc € est une L,-décomposition minimale. En appliquant le théoréme 11.5
aux sous-décompositions initiales de &, on en déduit que z;(D) est faible pour tout
ie{l,...,m}, ie,CD(0) # @.

Corollaire 12.5 (car(k) = 0)  Soits,,s, € Fetoy,0, € D, alors s,0,m015, ¢ Z \ F.

Remarque 12.6 Le corollaire 12.3 (resp. le corollaire 12.5) généralise 1 et 2 (resp. (3)
de la proposition 3.6 de [A].

Proposition 12.7 (car(k) = 0)  Soient 01,0, € Detb € B, alors CD(o,mo,mb\) #
.

Preuve Soit € une A-décomposition de o minimale. Silg (&) < 2, on est ramené
au cas des propositions 12.2 ou 12.4. Silg_(€) = 2, on montre, de fagon analogue a
la preuve de la proposition 12.2, que € est une L;-décomposition et on conclut de la
méme facon en appliquant le théoreme 11.9.

Corollaire 12.8 (car(k) = 0)  Soient s,,s, € F, b € B et 01,00 € D, alors
syomoymbAs) ¢ Z \F.
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A Automates

Dans cette section, on rappelle quelques définitions classiques de la théorie des au-
tomates. Pour un exposé de la théorie des automates voir [Ko]. Remarquons que
nous utilisons des notations un peu inhabituelles mais qui permettent d’éviter les
confusions avec la composition des automorphismes et que nous considérons des
automates sur un alphabet éventuellement infini.

Dans tout ce qui suit, H désigne un ensemble appelé alphabet.

Définition A.1 (Mot)  On appelle mot sur 'alphabet 3 tout suite h = (h,, ..., h)
finie (ou vide) d’éléments de J{. Lentier n est la longueur de h.

Définition A.2 (Concaténé) Soientg = (gy,...,&1) eth = (hy, ..., h) deux mots
sur 'alphabet . On appelle concaténé de g et hle mot gxh := (gu, ..., g1, Py - - -, ).

Définition A.3 (Ordres des mots)  Soient g et h deux mots sur 'alphabet I,

(1) on dit que g est un préfixe de h s’il existe un mot f sur 'alphabet 3 tel que
h=gxf,

(2) on dit que g est un suffixe de h s’il existe un mot f sur alphabet J{ tel que
h=fxg,

(3) ondit que g est un sous-mot de h s’il existe deux mots e et f sur 'alphabet H tel
queh=exgx* f.

Définition A.4 (Ordres induits sur un groupe représenté)  Soit G un groupe re-
présenté par un ensemble J de générateurs et des relations. Cela implique qu’il existe
un morphisme ¢ de monoides entre I'ensemble des mots sur I'alphabet J{ (muni de
la concaténation) et le groupe G. Soit g € G, on note min(g) 'ensemble des mots h
sur alphabet J{ qui représentent g (i.e., tel que ¢(h) = g) et de longueur minimale
pour cette propriété. Soit < un ordre sur I'ensemble des mots (cf. par exemple A.3).
On définit Pordre induit par la représentation de G sur le groupe G en posant “g; < 7
si et seulement §’il existe h; € min(g;) et b, € min(g,) tels que by < h,.

Définition A.5 (Automate) On appelle automate sur I'alphabet  un quadruplet
A=(E7,F,7)ou:

(1) €& est un ensemble (I’ensemble des états),

(2) J C €& est un sous-ensemble d’états (I’ensemble des états initiaux),

(3) F C € est un sous-ensemble d’états ('ensemble des états terminaux),

(4) T estune application de £? dans ’ensemble des sous-ensembles de H (pour tout
couple (E1, E,) € &* d’états, T(E,, E;) C H est 'ensemble des transitions de E,
vers E,).

Définition A.6 (Automate déterministe) Soit A = (&,J,F,T) un automate sur

'alphabet 3, on dit que A est déterministe si J est un singleton et si pour tout triplet
(Ela Ez, E3) S 83 tel que E2 7é E3, ona ‘I(El s Ez) N T(E],E:g) = (.
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Définition A.7 (Mot reconnu)  Soient A = (&,J,F,7) un automate et h =
(hy, ..., hy) un mot sur 'alphabet H{. On dit que h est reconnu par A s’il existe

un mot (E,, ..., Ey) sur Palphabet € (i.e., une suite d’états) tel que Ey € J, E,, € F et
pour touti € {1,...,n}, h; € T(Ei_1, E).

Définition A.8 (Etat final)  Soient A = (£,7,F,T) un automate déterministe sur
Palphabet H et h = (h,, ..., h;) un mot reconnu par A. Il existe alors une unique
suite d’états (E,, ..., Ep) telle que {Eo} = J, E, € F et, pour touti € {1,...,n},
h; € T(E;i_1, E;). On appelle état final de h et on note fin 4 (h) (ou simplement fin (k)
siln’y a pas d’ambiguité sur 'automate) I’état terminal E,,.
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