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LA FORMULE DE CAUCHY
SUR LA LONGUEUR D'UNE COURBE

S. AYARI AND S. DUBUC

RESUME. Pour toute courbe rectifiable du plan, nous démontrons la formule de
Cauchy relativeasalongueur. Laformule est donnée sousdeux formes; commeintégrale
delavariation totale des projections de la courbe dansles diverses directions et comme
intégrale double du nombre de rencontres de la courbe avec une droite quelconque du
plan.

ABSTRACT. We give a general proof of the Cauchy formula about the length of
a plane curve. The formula is given in two ways: as the integral of the variation
of orthogonal projections of the curve, and as a double integral of the number of
intersections of the curve with an arbitrary line of the plane.

1. Introduction. Cauchy a présenté une formule pour calculer la longueur d' une
courbe. Il a utilisé dans cette formule le concept de projection absolue. Soit la droite D
issue de I’ origine et formant un angle 6 avec I’ axe des x, la projection absolue d’'une
courbe C sur D est la quantité

A(B) = /jo N(r. 6) dr

ou N(r, 6) est le nombre de points de la courbe C dont la projection orthogonale est le
point (r cosé, r sind) de D. Voici laformule:

L(C) = %/O “ A) do.

Cauchy adonné cette formule dans un mémoire lithographi& en 1832, puisil aénoncé
de nouveau cette formule en 1841 [5]. Il a esquissé la démonstration par cing lignes en
1850 [6]. Ce qui sembleimplicite & son argumentation est que la courbe est a tangentes
continues. A divers endroits de lalittérature mathématique, cette formule de Cauchy est
citéeet utilisée, (par exemplepar Santal6[15], do Carmo[9] ou Valentine[18]), maisdans
la littérature, on retrouve trés rarement une démonstration convaincante de celle-ci en
dehors du cas d'une ligne polygonale ou d’ une courbe convexe. A notre connaissance,
les seuls endroits qui donnent satisfaction sont les suivants: le volume de géométrie
intégrale de Blaschke [3], un article de Sherman de 1942 [16] et le volume récent de
Tricot [17]. Notre objectif est de demontrer la formule de Cauchy sous I hypothese la
plus générale possible, que la courbe soit de longueur finie. Nous voulons un exposé
simple et complet.
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2. Longueur d’une courbeet variation d’unefonction. Dans cette section, nous
reprenons les définitions de Jordan sur la longueur d’une courbe et la variation d' une
fonction, puis nous mettons en évidence deux théorémes, I'un de Jordan et I'autre de
L ebesgue. Nous aurons besoin de ces résultats par la suite.

Soit C une courbe paramétrique continue dont les égquations sont

x=f(t), y=9t). a<t<hb,

ou f et g sont continues. Soit P = {to. 1y, ..., tm} Une partition de [a, b], avec to = a,
tn=bett_; <t.i=1..., m Considéronslaligne polygonale inscrite dansla courbe

C définie par lesm sommets (f(t;). g(t)), i =0.1.....m.
Lalongueur de la ligne polygonale est le nombre

LR =3 /(10— F(6-0)° + (800) — 6-0)".

A lasuite de Jordan, la longueur L delacourbe C se définit comme
L =L(C) =supL(C,P)
P
ou le supremum est pris sur toutes les partitions P de [a. b].
On dit que C est rectifiable si L < oo.

Soient f une fonction quelconque définie sur [a. b]. A chaque partition de [a, b],
P={to,t1,..., tm}, ON associe la somme

m
V(f.P) = > [f(t) — f(ti-a)l-
i=1
Lavariation totale delafonction f sur [a, b] est dé&finie par
V(f) = supV(f, P).
P

Si V(f) < o0, ondiraquelafonctionf est avariation bornée sur [a, b].

REMARQUE. Lanotion de variation est intimement liée ala notion de longueur. En
effet si f est définie sur [a, b], si C est la courbe suivante, confinée &1’ axe des x,

x=f(), y=0, a<t<hb,

alors pour toute partition P, on a que V(f, P) = L(C, P) et lavariation de f se confond
avec lalongueur de cette courbe C.
On définit le diamétre d’ une partition P comme le nombre

|P| = miax(ti —ti—1).

THEOREME 1 (JORDAN [11], P. 100). Soit C une courbe continue rectifiable de
longueur L. Alors pour tout ¢ > O, il existe 56 > 0 tel que si P est une partition
quelconque de diamétre |P| < 6, alors

L(C) — ¢ < L(C.P) < L(C).
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DEMONSTRATION. On suppose que la courbe C a pour équations x = f(t), y
gt), a <t < b. Soit un nombre ¢ > 0. Choisissons d abord une partition Q =
{up=a,us,...,u, =b} de[a, b] telle que

1) L(C) —¢/2 < L(C. Q).

Maintenant hous choisissonsé. Vu lacontinuité uniforme def et deg, il existeuné > 0
tel queVs.t € [a.b] le segment d extremités (f(s). g(s)) et (f(t). g(t)) a une longueur
< ¢e/(4n) desque|s—t| < 6.

Soit P = {t, = a,t1,...,tn = b}, une partition de diametre |P| < 4. Considérons
maintenant la partition P U Q formée de deux listes de points u; et tj que |’ on fusionne
et que I'on réordonne par ordre croissant. On sait que lorsque I’ on raffine une ligne
polygonale, on ne diminue pas salongeur:

) L(C.Q) <L(C.PUQ).

Nous majorons maintenant L(C, PU Q) en fonction de L(P) alasuite detrois remarques.
o Touslescotésdelaligne polygonalede { (f(t). g(t)) : t € PUQ} ont unelongueur
< e/(4n).
e Lenombre de cOtésde cette ligne polygonal e qui ont pour extrémités un des points
{(f(u).g(u)) : u € Q} ne dépasse par 2n.
e Tous les atres cotés sont des cotés de la ligne polygonale { (f(t). g(t)) : t € P}.
De ceci, vient I'inégalité

(3) L(C.PUQ) < L(C.P)+¢/2.
En reliant lesinégalitées (1), (2) et (3), on obtient I"inégalité cherchée:
L(C) —e < L(C.P). -

Une démonstration différente du théoreme 1 est donnée par Tricot [17], pp. 56-57.
L e théoreme de Jordan admet le corollaire suivant.

THEOREME 2 (LEBESGUE, PP. 57-58 DE [12]). S f est une fonction continue a varia-
tion bornéesur [a, b] dont la variation est V(f), alors pour tout e > 0, il existeé > 0, tel
gue pour toute partition P dont le diametre est inférieur a6 ona

V() — e < V(f.P) < V(f).

REMARQUES. On retrouve le theoreme 2 alap. 259 du volume 1 des Oeuvres scien-
tifiques de Lebesgue[12]. La démonstration de ce théoreme de Lebesgue est demandée
comme probleme dansle volumede Rudin[14] (probleme 21, p. 191). Comme L ebesgue
le remarque (p. 68 [13]), I"hypothése de continuité pour la fonction f du théoréme est
capitale.
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3. Longueur d’une courbe et variation de ses projections. Soit C une courbe
d’ équations x = f(t), y = g(t), a < t < b. Nous supposons que f et g sont a variation
bornée. Posonsfy(t) = cosdf (t) +sindg(t) comme unefonction delavariablet dans[a. b]
de parametre 6 € [0, 2x]. Nous présentons une premiére fagon d' exprimer laformule de
Cauchy en reliant la longueur de C ala variation de ses projections fy.

THEOREME 3. Soient C une courbe d’équations x = f(t).y = g(t),a <t < b et
fy(t) = cosof(t) + sindg(t). Alors

@ L©) = 5 [ Vet .

DEMONSTRATION. On traite d’abord du cas ol la courbe C est une ligne polygonale
de n segments {(f(t). g(t)) : 0 < k < n}. Considérons la stite des n vecteurs du plan
(f (te) — f(t—1), O(tx) — g(tk_l)), k=1,2,...,n. Cesvecteursadmettent laforme polaire
(pk cOSOk, pxSindy), k = 1,2,...,n. p est lalongueur du kéme segment de C. Aprés
calcul, on obtient que

n
V(f cosf +gsinf) =" px| cos(6 — 6k)|.
k=1
Si I’on integre par rapport a6 cette identité, on obtient laformule cherchée:
L(C) = 2 [Z V(f cosd +gsing) do
( _Z/o (f cosf +gsing) db.

Traitons maintenant du cas ou C est une courbe rectifiable quelconque. Prenons une
suite P, de partitions de[a, b] dont les diamétrestendent vers 0 lorsque n — oo. Al'aide
del’inégalité de Cauchy-Schwartz, on montre que V(f cosé +gsind, P,) < L(C,Py). La
suite de fonctions en 0, V(fy, P,), est uniformément bornée par lalongueur de C. Par le
théoréme de convergence bornée de L ebesgue et par le théoréme 2, on obtient que

lim [ V(6. Py do = [ V(h,)d
lim [ V(. Py do = [ V(f) do.
D’autre part, nous avons vu dansla premiére partie de la démonstration que

1 r2r
L(C.Py) =3 /O V(f5, Pn) df.

D’ou
lim L(C. Py) = = /ZWV(f)dB
o S ) =20 ) 6=
Lethéoreme 1 permet de dégager la conclusion. ]

4. FormuledeBanach sur lavariation totaled’unefonction. Banach atrouvéune
expressionintégraleremarquable pour lavariation totale d’ unefonction. Nous présentons
cette formule.

THEOREME 4 (BANACH [1]). Soit f une fonction continue sur [a. b], on désigne par
N(y) le nombre de racines a I’ équation f(x) = y. Alorsla fonction N est mesurable. De
plus

V(i) = [~ NE)dy.
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DEMONSTRATION. Soit lapartition P, = {x =a+i(b—a)/2":i=0,1.....2"}, et
soit f lafonctionlinéaire par morceaux qui correspond alaligne polygonale{ (x. (X )) :
i=0,1,..., 2’“} on désigne par Nim(y) le nombre deracinesal’ équation f(x) = y. Il est
relativement aisé de vérifier que

(5) | Nu)dy = V([ P,

Pour y arriver, on peut procéder comme suit. On posey; = f(x),i =0,1,..., 2" eton
introduit 2" fonctions L1(y), .. . , Lo (Y).

=1 SY€EVi-1.¥)
L.(y)—{o sinon '

On observeque si y n’est pas un des nombresy;,
2I’
Nin(y) = Zl Li(y).
1=

Cette identité permet de justifier I’ équation 5.

La suite Ni(y) est une suite monotone qui converge vers N(y). En faisant tendre m
vers I’infini, en faisant appel au théoreme de Beppo-Levi sur I'intégration d une suite
monotone de fonctions ainsi qu’ au théoréme 2, on établit la validité de la formule de
Banach: -

V()= [ N@)dy. .

REMARQUE. La démonstration du théoréme de Banach est demandée comme
probléme dans le volume de Rudin [14] (probléme 22, p. 191). La démonstration de
Banach a été reprise par Cesari [7].

5. Formulede Cauchy sur lalongueur d’unecourbe. On soupgonne aisément ce
gue le théoréme de Banach peut apporter au théoreme 3. On obtient alors ce que I’on
appelle la formule de Cauchy ou a la suite de I'article de Crofton [8], la formule de
Cauchy-Crofton.

THEOREME 5. Soit C une courbe paramétriquerectifiable, si N(r, 6) est e nombre de
rencontresde C avec |la droite xcosf + ysing = r alorsla longueur de C se calcule par
desintégralesitérées bien définies:

©) L(C) = % [)2” [ NGy dr do.

DEMONSTRATION. C est une courbe d équationsx = f(t),y=g(t),a<t <boluf et
g sont continueset a variation bornée. 11 est entendu que N(r, 6) est la cardinalite de {t €
[a,b] : f(t)cosh +g(t)sin = r}. D' apréslaformule de Banach, V(fy) = /22 N(r, 6) dr.
Le théoreme 3 permet donc d’exprimer la longueur de C sous forme d'une intégrale
double

L(C) = %/02/_1 N(r. 6) dr do. .
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6. Applicationsdelaformulede Cauchy. Quelquesapplicationsdelaformule de
Cauchy méritent d’ étre mieux connues.

e S al'intérieur d'un cerclederayon R, on trace une ou plusieurs courbesfermées
et s le systeme de ces courbes ne peut &tre traversé par une méme droite en plus
de 2m points, la somme des périmetres de ces courbes ne dépassera pas 2rRm.
Cette application été proposée par Cauchy méme[6].

e Lalongueur del’enveloppe convexe d’ une cour be ne dépasse jamais la longueur
de cette courbe méme.

Ce résultat est souvent considéré comme une évidence. Mais ceci réclame une
justification. Bonnesen (p. 55 de [4]) aindiqué que la formule de Cauchy permet
cette justification.

e (FormuledeBarbier [2]) Soit C une courbe convexefermée, si B(f) est lalongueur
dela projection de C sur une droite qui fait un angle§ avec I’axe desx, alors

L(C) = % A *" B(9) do.

Bonnesen [4] justifie la formule de Barbier par la formule de Cauchy. D’ autres
démonstrations sont fournies par Yaglom-Boltjansky [19] (p. 249) et par Valentine
[18] (p. 159).

e Soit Q un ensembleouvert, convexeet bornédu planet 9 Q lafrontierede Q. S C
est une courbe fermée qui entoure n fois Q, alors

L(C) > nL(9 Q).

Ce résultat provient de Desaulniers-Dubuc-Soumis[10].

7. Conclusion. On ne pouvait pas s attendre a ce que Cauchy énonce et démontre
une formule qui aille plus loin que les définitions de son temps sur la longueur d’une
courbe. Mais depuis les définitions de Jordan, on est en raison d’ &tre plus exigeant sur
cet énoncé. C’est a cette exigence que nous avons voulu répondre.
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