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Second Meeting, December \Oth, 1886.

GEORGE THOM, Esq President, in the Chair.

Composition de Mathematiques Elemental res
proposes au

Concours d1 Agregation de 1886.

Solution par M. PAOI, AUBERT

On donne un circle et deux points P et Q sttue's sur w»
on joint les points P et Q aux extrimites A et B d'tiK diamelre du
cercle par les droit.es l'A et Qli qni se coupcnt an point M. On fait
tourner le dianutre AB ct on demande

I. £>' etudier les variations du rmppo ' ——, et de construire la figure
MB

quand le rapport a une valeur donnee.
II. D' etwiier les variations dc V angle, A MB, et de construire la
figure quand ce.l angle a vme valeur donnee.
III. A' et B' etamt les seconds points d' intersection des droites MA,
MB avec la cir conference donnee, trouver le lieu du centre du cercle
circonscrit au triangle MA'B.

I. On a (fig. 45)
sinABM

MB ~sinBAM
Menons par le point B la parallfele BR i MP, on a

s inABMsmOBQOQsinBOQ ORsinBOQ OQ BR
sinBAM~sinOBR~ BQ BR OR " BQ'

Appelons a et b les distances dea points P et Q au centre de la cir-
conference donnee dont nous designorona le rayon par R, et soit X
1' angle BOQ du diametre mobile AB aveo le diametre fixe PQ On a

M A = A B R = *. /a' + R'-2aRcosA
MB ~"« B̂Q ~a Jo- f R" 26Reos\'

Si les points P et Q, au lieu d' etre de part et d' autre du point
0, sont du menae c6te de ce point (fig. 46), il est facile de voir que
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les relations precedentes subsistent, a condition de changer sous le
radical a en - a. On est done ainen6 a etudier les variations de
l'expression

quand A varie de 0° a 360°. II suffira de faire varier A de 0° a 180°,
puisque cos A prend toutes ses valeurs possibles dans cet intervalle,
puis de prendre pour 1' intervalle de 180° a 360° les valeurs de 1' ex-
pression deja trouvees mais dans 1' ordre inverse.

Quand cos A varie de + 1 a — 1 les deux termes de la fraction y
restent toujours positifs. Par suite y ne devient jamais nulle ni
infinie. Supposons d' abord P et Q de part et d' autre du centre.
On peut 6crire

_ a, b(a? + R2) -2abR.cos\
V~ba{

bl ' a(i2+ R8)-2a6RcosA

a(6°+R2)-2a6RcosAJ
Quand cos A varie de + 1 a — 1 le denominateur de la fraction
augmente constamment. Si son numerateur est positif, y diminue'
si ce numerateur est negatif, y augmente continuellement. Le rapport

— varie de — R ~ a a - R + a toujours dans le meme sens, la
MB a R-b a U+b
premiere expression £tant prise en valour absolue.
Si les points P et Q sont du mOme c6to du centre, on a

MB "c7 J 6"~+R2~• 26RcosA

Quand cos A varie de + 1 a - 1, le numerateur de la fraction diminue,
son dtSnominateur aagmente. Done le rapport diminue continuelle-
ment. 11 varie de

b a + R , b « - R
a T-"R~ ~a X T R "

AT A
Dans les deux cas le rapport —— varie toujours dans un certain sens

MB
quand Acroit lie 0° ;\ 180°, ut dans le sens contifiire qnand A continue
;i croitre de 180" a 360°.

Construction gt'oiiit'tricjuc-: La construction du point M depend
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de la position du diametre AB, qui est elle merae d<Stermin£e par la
position du point B. Or nous avons vu que

^ MA
BQ b MB'

MA
Si le rapport eat donn£, on connait done la valeur du rapport

MBT5R
Pour obtenir le point B, on determinera d' abord les deux

BQ

points I et I' du diarnetre QR (fig. 47) dont le rapport des distances

aux points Q et R a la valeur — —-, puis on decrira sur II ' comme
diametre une circonference qui coupera la circonference donnee en
deux points repondant a la question, si la valeur donnee pour le rapport

1 est comprise entre les valeurs lhnites trouvees prdc^deniuient.

On peut retrouver ces valeurs limites en discutant les conditions de
possibility de la construction geonietrique.

II . iitude de 1' angle A MB.
On a dans le triangle BQR dont 1' angle B est egal a 1' angle

AMB
Ql? = BQ* + BE? - 2BQ • BRcosB,

Mais BQ1 = Ra + 6a - 26RcosA,
= R1 + a* - 2aRcosA,

Effectuant ces substitutions, il vient
R2 + ab - (a + J)RcosA.

cosB — , ~
-N/(RM-62)(R2 + a") - 2(a + &)(«* + R2)RcosA + <

11 est avantageux de se servir de 1' expression de tgB. On trouve sar.s
diificulW en partant de la formule prec^dente

tgB = _ _ ^

Posons tg— = I, il vient

3(a - b)Rt
(R + a)(R + 6)«2 + (R - a)(R - b)
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Nous nous servirons de cette expression pour e'tudier les variations de
P angle B quand A varie de 0° a 360°, c'est-a dire, quand t varie de
zero a +00 et de - co a zeVo. II suffit de faire varier I de zeYo a + 00 ,
car quand il varie de - oo a zero, tg- B reprend les memes valeurs
dans 1' ordre inverse mais ohangees de signe.

Pour cela considerons la fonctien y= '—,
pt' + q

Si on ecrit la relation qui lie y a I sous la forme
pyf - mt + qy = Q

on voit qu' y ne pourra prendre que les vaJeurs satisfaisant a 1' inegalite

Deux cas a distinguer 1" pq<0.
L1 inegalite est toujours verifiee et y peut prendre toutes les valeurs
de - 00 a + 00 .

T pq>0.
Posonspy = A2 L' inegalite s' £crit

(>n - 'Iky){in, 4- 2Ly) > 0
et, m et k designant des quantitcs positives, on doit avoir

Ik y Ik
Dans ce cas y reste compris entre deux limites correspondant aux
valeurs de t fournies par la relation prt''c<5dente, on I' on donne suc-

ccssivernent a y les deux valeurs - -f-- et + - , et en prenant chaque

fois pour t la demi-somme des racines de 1' equation ainsi obtenue

t=* k et / = +—.
V V

En resume, si nous ne considerons que les valeurs positives de I, ler
variations de y coriespondantes sont represente"es pour le premier cas
par la courbe (fig. 48), et pour le second cas par la courbe (fig, 49), si
on a p > 0 , et par la courbe (fig. SO) si on ap<0.

Revenons maintenant a 1' elude de tg B et appliquons les resultats
que nous venons d' obtenir.
La condition relative au signe de pq conduit a etudier le signe de
(R + a)CR + b)(R - «)(R - 6). Cette expression ne change pas quand
on y remplace a par - a. Done dans tous les cas de figure elle est
du signe de (R - re)(R - b).

\° (R - a)(R - 6)<0, ce qui exprime que 1' un des points est
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interieur et 1' autre exterieur a la circonfe'rence. Dans ce cas 1' angle
B varie de 180° a 90°, puis diminue jubqu' a 0°; il est droit pour

. A I {a R)(R - b) .
te = / . _ii L ou cosA =
"2 V(R4a)(R + 6)

conime 1' indiquait la valeur de cos B.
2°. (R - ft)(R - />)>0 Les deux points sont alors tous deux ex-

terieurs ou tous deux interieurs.
Si on a (R+(T) (R.+ i )>0 , ce qui exclut le cas ou les points seraient
exterieurs et du meme cdte, I' angle B est toujours aigu, il croit de
zero k une vuleur maxima donnee par

tgB= < « - » *

, , , x A
et correspondante a te—-=

Si on a (R + T)(R + b) < 0, ce qui exprime que les deux points sont ex-
terieurs a la circonference et du meme cote, 1' angle B est toujours
obtus, il varie de 180° a un minimum pour augmenter ensuite jus-
qu'a 180°.

En resume, quand les points sont 1' un interieur 1' autre exterieur
a la circonference, 1' angle B varie toujours dans le meme sens et
prend toutes les valeurs de 0° a 180°.
Quaad les points sont tous deux interieurs, ou tous deux exterieurs
1' angle B est toujours soit aigu soit obtus; dans k premier cas, il
commence par croitre jusqu' a un certain maximum pour decroitre
ensuite jusqu' a zero; dans le second cas, il decroit de 180° a un
minimum qu' il depasse ensuite pour retourner a la valeur 180°.

Pour construire geometriquement le point M repondant a une
yaleur donnee de 1' angle M, il suffit de determiner la position du
point B. L' angle QBR etant connu, et les points Q et R etant fixes,
on d&rira sur RQ un segment de cercle capable de 1' angle donnd.
Les points d' intersection de ce segment avec la circonference donnee
donnent les points B cherches. On voit que si les points sont l'un inte-
rieur et l'autre exterieur, il y aura toujours au-dessus du diametre QR
un point B repondant a la question. Si les points sont tous deux
interieurs ou tous deux exterieurs, il pourra y avoir deux positions,
uny seule, ou aucune suivant les cas. L' etude des conditions de
possibilite de cette construction gdomctrique du point B conduirait
aux resultats etablis plus kaut par une autre voie.
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III. Les triangles semblables PMQ et RBQ donnent
B R = Q R = Q B .
PM QP QM'

on, puisque BR = PA,
PA QK

=

Le dernier rapport est constant, puisque les points Q et R sont fixes.
Le point P &ant fixe, il resulte de cette e'galite' que le point M est sur
une circonference homothe'tique a la circonfe'rence donnee par rapport
au point P, qui est centre d' homothetie directe.

Cette e'galite' montre que le point Q est le centre d' hotnothdtie inverse
des deux circonferences.
Ces r&ultats se rapportent a la figure 45; ils seraient renverses pour
le cas de la figure 46. Dans tous les cas P et Q sont les centres
d* homothetie directe et inverse de la circonference donnee O, et de la
circonfe'rence lieu du point M, que nous appellerons circonfeVence 0'.
Considerons par exemple la figure 51. Les points M et A' sont anti-
homologues. La tangente en A' au cerclc O et la tangente en M a la
circonfe'rence 0' font done avec MA' dea angles egaux, et se coupent
en I sur 1' axe radical des deux cercles. Pour la meme raison, les
points M et B' etant anti-homologues, la tangente en B' au cercle O
rencontre MI sur 1' axe radical, e'est-a-dire au point I, et les angles
1MB' et IB'M sont egaux. Le point I est done situe1 sur les perpen-
diculaires elevees au milieu de MA' et au milieu de MB'; c' est done
le centre du cercle circonscrit au triangle MA'B'. II re'sulte des
constructions prececlentes que ce point est toujours sur 1' axe radical
des circonferences O et O'. Done le lieu demand^ est cet axe radical.

The Equilateral and the Equiangular Polygon.

By R. E. ALLARDICB, M.A.

THE EQUILATERAL POLYGON.

Since an w-gon is determined by 2w — 3 conditions, and n — i con-
ditions are involved in its being equilateral, there are still in the case
of an equilateral n-gon n - 2 conditions to be determined. These
n - 2 conditions cannot all be given in terms of the angles, since â
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