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QUELQUES FORMULES EXACTES POUR
DES MOYENNES DE FONCTIONS L DE DIRICHLET

STEPHANE LOUBOUTIN

RESUME.  Nous donnons une expression finie pour la valeur L(1, x) dés lors que x
est un caractere de Dirichlet modulo f > 2, impair et non principal. Cette expression,
valable méme lorsque ce caractére n’est pas primitif, nous permet de généraliser au
théoréme 2 le résultat de H. Walum sur un comportement en moyenne de ces fonctions
L (sa démonstration qui fait usage de sommes de Gauss ne semble pas pouvoir &tre
adaptée au cas de caracteres non primitifs.) Nous appliquons ces résultats a 1’obtention
de bornes pour le nombre de classes relatif des corps cyclotomiques: nous retrouvons
celles de T. Metsinkyld et de K. Feng par une méthode nous permettant de les ensuite
amender.

PROPOSITION 1.  Soit x un caractere de Dirichlet modulo f > 2, impair et non prin-
cipal, mais non nécessairement primitif. Alors,

-1
L(l,x) = 2—7} Z}x(a)cotg(%q).

PREUVE. Posons ((b, 5) et Tns0 m, Re(s) > 1, b > 0. Puisque x(f) = O et
X(f —a) = —x(a), 1 <a <f — 1, nous avons pour Re(s) > 1:

Ls0® Y A =fi§11 x@¢(%os) = %—%} x@(¢(5.5) ~¢(F25))

Nous pouvons substituer 1 a s dans cette expression, et le résultat découle de:

Z( ! +;n):7rcotg(7rb),

w1 b+n b—

1
(C,5) =1 —b,s)) _, = 2
cette derniere égalité s’obtenant par dérivation logarithmique du produit infini de la fonc-
tion sinus. L]

THEOREME 2. La sommation portant sur les @ caracteres de Dirichlet impairs
modulo m, nous avons:

) (5]

12, 2m

S Lol = (

Xm(—1D=-1
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PREUVE. Les relations d’orthogonalité:

"’“’” sib=a (mod m) et (a,m) = 1,
> Xm(@xm(b) = —S’L(’”—) sib=—a (mod m) et (a,m) = 1,
Xm(=D==1 0 sinon,
donnent:
DR R sy "'Zl cotg( ) cotg( ) (T i@ 0alt)
Xm(—D=—1 a=1 b= L L
7r2¢(m) m—1 L[ Ta
. a;l cotg (;)
(am)=1

Le résultat découle alors du lemme suivant:
LEMME (a). (i)
m—1
def 2(ray _ (m=1)im—2)
S(m)—a}::lcotg (m)_ 3 .
(ii)

a=1
(a,m)=1

~ e m—1
S(m)g > cotg(m):%—l;l( ) o(m).

PREUVE. (i) découle de ce que les cot g(%’), 1 < k < m — 1 sont les racines du
polyndme unitaire f,,(X) = 7 ((X +i"— (X — i)'”) =xml_ ﬂ‘—’%’—'ﬂ)X"‘* +
Puisque Zd/n u(d) = 1 (lorsque n = 1), 0 (lorsque n > 1), le point (ii) résulte de:

Sm) = Z cotg (7ra/m) > owd) =] ud) Z cotg (7ra/m)

o i
m d 1
=3 wd Z cotg*(mb/(m/d)) = Z w(d)m/d— 1)(m/d —2)/3
d/m
=m’/3)3 ud)/d—m 2 u(d)/d+ 2/3) Y wd). .
d/m d/m

THEOREME 3.  Soient x le caractére principal modulo 2 et m un entier impair. Alors,
la sommation portant sur les ‘p(’") caracteres de Dirichlet impairs modulo m, nous avons:

I (1 - ) Joom - (‘jf;"))z

p/m

2

s
S LA, xoxm)* = (E
Xm(—1)=—1

https://doi.org/10.4153/CMB-1993-028-8 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1993-028-8

192 STEPHANE LOUBOUTIN

PREUVE. Semblablement a la preuve du théoreme 2, nous avons:

> LA, xoxm)l®

Xm(fl)z“l
71'2 2m—12m—1

4(2m)2 Z Z Xo(a)X()(b)cotg( )cotg(;'i)( > Xm(a)Xm(b))

xm(—=D=-1
7r2¢(m) 2m—1 ,(Ta
=Gamy & € (3)

a=1
(a,2m)=1

et ce puisque b =a (mod m), 1 <a,b <2m— 1, etaet b impairs impliquent b = a, et
que b = —a (mod m),1 <a,b <2m— 1, etaet b impairs impliquenth =2m —a. =

THEOREME 4. Soient xo le caractére principal modulo 6 et m # 3 un nombre pre-
mier impair. Alors, la sommation portant sur les 4’% caracteres de Dirichlet impairs
modulo m, nous avons:

(1 — J)o(m) — 3(74m)2 sim =1 (mod 3),
L1, xoxm)|? = ¢ 18 m
xm(fXI)::A| (1 x0%m) { 11r2_8(l + m2)¢>(m) sim =2 (mod 3).

PREUVE. Nous avons de méme:

¢(m) 7].2 6m—1 6m—1

> Z e(b, a)cotg< )cotg(g’l;)

a=1
(a,6m)=1

L1, 2= =
Xm(‘}%:_ll( X0Xm)| 2 a6

avec

eb,a) = xo@xo®) 3 Xm(@Xm(b)
Am(=D=-1

1 sib=a (mod m)et(b,6m) =1,
=494 —1 sib=-—a (mod m)et(b,6m)=1,
0 sinon.

Le changement d’indice b — 6m — b nous donne alors:

2 7r¢(m) 6m—1 6m—1 b
> LU xoxm)? = 3 > cotg(6m)cotg(6m>

xm(D=—1 46m)? o -
(a,6m)=1 b=a (mod m)
(b,6m)=1

Le résultat découle finalement du lemme (a) et du lemme suivant:

LEMME (b). Soit m # 3 un nombre premier impair. Alors,

6m—1 6m—1

Z Z cotg(6 )COtg(;r:z) _ {6—6m Sl:mEl (mod 3),

= - 4m+12 sim =2 (mod 3).
(a,6m)=1  (b,6m)=1
b#a

b=a (mod m)

https://doi.org/10.4153/CMB-1993-028-8 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1993-028-8

MOYENNES DE FONCTIONS L 193

PREUVE. Lasommation intérieure de ce lemme ne porte que sur b = a +2m lorsque
3 ne divise pas a +2m, et que sur b = a+4mlorsque 3 divise a +2m. En posant k,, = 1
lorsque a # m (mod 3), et k,,, = 2 lorsque a = m (mod 3), nous avons donc en notant
S(m) 1a somme double de ce lemme:

6m—1

S(m) = (a’%l:)tl cotg((;r )cotg(;r:l +k,,,,,,g)
=6+ 6§l cotg(ér )cotg<6a ka,m;—r).
(a‘fGZ)I:l

Nous ne prouvons maintenant ce lemme que, par exemple, dans le cas m =
1 (mod 3). Nous avons donc:

Sy =6+ > corg(2L) corg(2L + )
= cotg{ — |cotg| — + —
" = & 6m g 6m 3
a=1 (mod 6)
b 5 cotg(Z) corg(22 4 7)
P E\om/) “8\em T3/
a=5 (mod 6)

Le changement d’indice a — 6m — a dans cette derniére sommation donne alors:

- 6m—1 Ta ma 27
Smy=6+2 > cotg(a)cotg(a+?).
a=1"(mod 6)

Nous calculons cette somme en 1’exprimant a partlr des coefﬁc1ents d’un polynéme dont

ces cotangentes sont les racines. Soient w = e, (, = e et x, = cotg(Z%) = l%
de sorte que cot g(22 + &) = §x73:\/~_1
ma ma 2 G+l Gtw 2 1 2iw 1
tg(——)cotg(— + =)= BRVZ] MV .
cog(6m)008(6m 3) T e-1G-w V3a—1 3G—-w

Les (s, a = 1 (mod 6) étant précisément les racines de X™ + w?, les Cﬁ sont celles de
(Y+ 1™+ Y™ et les (ﬁ celles de (wY + 1) + w?Y™. D’ol:

6m—1 ma ma 27 2i m 2iw mw"!
X cosgueong(go+T) = m— (-5 )+ T2 (-5 )
a=1 (mod 6)

2im 1 1
" (1+w I+w2> "

D’ou le résultat. ]
Nous dérivons maintenant du théoreme 4 une borne effective pour les nombres de

classes relatifs h, des corps cyclotomiques Q(¢,) de conducteurs premiers.
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LEMME (c). Soit g un nombre premier ne divisant pas m et soit f ’'ordre de q dans
le groupe multiplicatif (Z /| mZ)*. Alors, H(q)g Myp-n=—1(1 = 2‘%) vérifie

@) = { (1 +q’f5)2(fﬂ, lorsque f est pair et tel que ¢//> = —1 (mod m),
- m)
(1—qg7)y¥, sinon.

De plus, pour q fixé, [1(q) tend vers 1 lorsque m tend vers l’infini.

PREUVE. Nous avons (voir [6]):

H(l ——X’"q(")) =(1—qgH7.

Xm

. _ « .. il 1y (m)
Si nous remarquons que G = (Z/mZ)* /{£1} est un groupe multiplicatif d’ordre %5,

nous en déduisons mémement que: me(,l)zﬂ(l — X,,,(q)T) =(1- Tg)%) avec g =
ordg(q). Puisque g = g lorsque f est pair et tel que ¢//> = —1 (mod m), et g = f lorsque
f est impair ou lorsque f est pair et tel que ¢//2 Z —1 (mod m), nous obtenons:

Il (1 B Xm(q)) _ {(1 - q’g)ifm‘), lorsque f est pair et ¢//2 = —1 (mod m),
xm(=1)=+1 q (1—¢7)%, sinon.

Le résultat s’en déduit, la derniere assertion résultant de ce que I’on a q% > m—1 lorsque
1’on est dans le premier cas, et ¢ > m + 1 lorsque 1’on est dans le second cas. u

THEOREME 5. Soient p # 3 un nombre premier impair et h, le nombre de classes
relatif du corps cyclotomique Q((,). Nous avons la majoration effective suivante:

hy < (1 +o(l))2p(:f—6)p;_'.

PREUVE. Si x désigne le caractere principal modulo 6, alors

et o=t

- p 3 1 p "
hy =2(Ls L xp) = = 2p( 2 L(1, xoxs).
»=2(37) AL X = (37 oL KL xox)

Du théoréme 4 (en prenant m = p) et de la majoration de la moyenne géométrique
par la moyenne arithmétique, nous déduisons le résultat des deux inégalités suivantes:

p-1

2 1 4

(I+ ;lf)pz_l (p )?
D=1 P =TionG)

36

Notons que cette preuve menée en utilisant le théoréme 2 conduirait a retrouver la
moins bonne majoration obtenue par T. Metsinkyli, a savoir:

p—1
P

<20()
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et que menée en utilisant le théoréme 3 elle conduirait a retrouver la moins bonne majo-
ration obtenue par K. Feng, a savoir:

by < 22 (2)
P=11(2)\32

Ces deux majorations ressortissent a la méme idée que celle que nous développions
ailleurs (voir [4]): pour amender une majoration sur la valeur au point 1 d’une fonction L,
on isole les premiers termes de son produit eulérien et on majore le produit infini restant
qui n’est autre qu’un L(1, o) pour un certain caractere principal xo.

Soit ¢ le caractere de Dirichlet principal modulo N pour N > 2 un entier. Des simu-
lations numériques sur les valeurs de sommes analogues a celle du lemme (b) qui appa-
raitraient au cours de sa preuve conduisent a penser qu’il faudrait considérer un nombre
de cas croissant avec N dans 1’énoncé d’un résultat étendant celui du théoreme 4.

I1 semble donc difficile d’espérer pouvoir donner une formule explicite pour la somme
Cym(—D=—1]L(1, XOXm)|2- Nous en avons néanmoins 1’équivalent suivant montrant qu’il
est possible, en choisissant N divisible par suffisamment de nombres premiers distincts,
d’amender le théoréme 5 en remplagant 36 par tout réel strictement inférieur a 472,

THEOREME 6. Soit N > 2 un entier et X la caractére principal modulo N. Alors,
lorsque m tend vers I’infini en restant premier a N, nous avons 1’équivalent suivant:
2

2 1 1
—_— L 19 m 2NC 1"'_ ) \C = 1__ ’
S o) (N)pr/;n( 7). 0 6pl/TN( =)

et ou la sommation porte sur les ﬂ;"—) caracteres de Dirichlet impairs modulo m.

PREUVE. Semblablement a la preuve du théoréme 4, le lemme (a) donne:

2 mN—1 mN—1
T $(m) ma b
L(1, m z= cot (—)cot (———)
Xm<§=_1| (1, X0Xm)| 2onN)? aZ::I bZ:)l g(— ) cotg(—
(@amN)=1  (b,mN)=1
b=a (mod m)

- (C(N) I(1- ;}5))@ - (M)ZMN)

p/m 2mN
7T2¢(m) mN—1 mN—1 na b
Y HmNyE = > cog(m) eots( 0 ).

b=1
(a,mN)=1 (b,mN)=1
b#a,b=a (mod m)

Le résultat découle alors du lemme suivant:

LEMME (d). Avec des constantes ne dépendant que de N, nous avons:

mN—1 mN—1 b
= A ’COtg(%> CO‘g(,:_N>‘ = O(mLog(m)).
b=a b(ﬁt:)d m)
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PREUVE. Résulte de ce que ;= et Ebﬁ ne peuvent simultanément étre proches de 0
oude 1 (puisque |-% — 2| > 1), et de ce que | cot g(7x)| est majoré par 1/ (7rx(1 —x))
sur ]0, 1. n

REMARQUES. Dans son commentaire sur [9] que 'on trouvera dans M.R.
82m: 10066, D. R. Heath-Brown proposait un équivalent pour les sommes

LA, xm)*, k>2.
Xm(—=D=-1

Depuis, lors cette évaluation asymptotique a été obtenue en [11]. On trouvera des for-
mules asymptotiques pour des sommes de fonctions L de Dirichlet dans [8], [11] et [12].
On trouvera une formule exacte pour des sommes de fonctions L attachées a des car-
acteres de Dirichlet impairs et primitifs dans [13]. Dans cet article, il est méme conjecturé
une valeur pour des sommes analogues a celles que nous considérons au théoreme 2 mais
pour lesquelles la sommation est restreinte aux caracteres impairs et primitifs modulo m.
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