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ETATS ACCESSIBLES DANS UN PROCESSUS
DE GALTON-WATSON

PAR
SERGE DUBUC

Si S est un ensemble dénombrable sur lequel porte une chaine de Markov, si
Pn(x,y) est la probabilité de transition de x & y au »° instant, on posera 4,(x) la
totalité des y de S tels que p,(x, ¥)>0, ce sont les états accessibles a partir de x a
I’instant n. Dans le cas de deux types de chaines de Markov, nous recherchons des
informations sur les états accessibles; ce sera premiérement les marches aléatoires
sur Z et deuxiémement les processus de Galton-Watson sur N. Nous recherchons
en particulier les obstructions arithmétiques a ce qu’un état soit accessible.

1. Marche aléatoire sur Z. On considére une marche aléatoire sur les entiers
relatifs S=Z. Définissons quelques paramétres qui permettront d’analyser les
états accessibles & partir de 0 & I'instant n:4,=4,(0). La période ¢ de la marche
est le générateur positif du sous-groupe engendré par {a—b:a € 4,, b € 4;}; on
suppose que la marche est purement aléatoire, c’est-d-dire que 4; contient au
moins deux états. On remarque que tous les états de 4, sont congrus entre eux
modulo ¢. Puisque 4,,,,=A4,+A4,={x+y:x€A4,, yeAd,}, alors tous les états
de 4, sont congrus entre eux. Ceci nous améne a notre premiére proposition.

PROPOSITION 1. On considére une marche aléatoire sur les entiers relatifs de
période t; soient a et b deux états accessibles au premier instant (a<b), alors il
existe un entier naturel d tels que pour tous les entiers n {x:na+d<x<nb—d,
x=na(mod t)} sont des états accessibles a I’instant n a partir de 0.

DEMONSTRATION. On choisit des états de 4, {a,, a;, . . ., a;}, de telle sorte que
a et b font partie de ces états et le sous-groupe engendré par a;—a,, a,—ay, . . . ,
(a,—ay) contient le nombre ¢. Sans perte de généralité, on peut supposer que
a=a, et b=a, a,<a,<- - -<a. Quitte 4 translater la marche aléatoire, on peut
également supposer que a=0.

Si S,, est la marche aléatoire, S, =(S,—na)/t est une marche aléatoire dont les
états accessibles A4, sont {(c—na)[t:c € A,}. Cette observation permet donc de
supposer que a=0, t=1. On remarque alors que

k k
A, 2{>ma;:neN zlni < n}.
=1 i=
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On peut représenter les nombres r=1,2,...,b—1 par une combinaison linéaire

des a; a coeflicients entiers:
k

r =2 n(i, ra,.
i=1
On peut méme supposer que (i, r) >0 si i%k. Posons
d; = max{—n(k,r):r =1,2,...,b—1}
et
k
dy, = max{zn(i, N:r=12,...,b—1
=1
et
d = max(d,b, dyb).
Alors si x est un entier de I'intervalle [d, nb—d], on peut écrire x sous la forme
Lb+r(0<r<b). D’out

k-1
x = > n(i, a;+(L+n(k, )b
=1
et
L+nk,r) >0
car

L>d,.
D’autre part
k
L+ >n(i,r) < L+d, < n.
=1

Ce qui montre que x appartient a 4,,.

2. Processus de Galton-Watson. On considere un processus de Galton-Watson.
N est ’ensemble des états, {Z,, Z;, Z,, . . .} est la chaine de Markov. Ce qui nous
importe, ce sont les états accessibles a partir de 1 a l‘instant n. Nous nous inté-
ressons donc au cas ol Z,=1. Nous posons pour cette section 4,=4,(1). On
suppose que le processus est purement aléatoire, c’est-a-dire que A4, contient au
moins deux états. On définit la période du processus comme le générateur positif
du sous-groupe engendré par {a—b:a € A,, b € A4;}. On remarque que tous les
états de 4, sont congrus entre eux modulo 7. Soit r un entier congru a 'un ou
l’autre des états de 4;. On montre par récurrence sur n que tous les états accessibles
a partir de 1 a I'instant n sont congrus a r” modulo ¢. Il suffit d’observer que

@) Ay = {x34 x4+ +x,me A, x; € Ay}

PROPOSITION 2. On considére un processus de Galton-Watson de période t,
soient a et b (a<b) deux états accessibles au premier instant a partir d’un individu,
alors il existe un nombre naturel d tel que pour tous les entiers n, {x:a"+d<x<b"—
d, x=a"™(mod t)} sont des états accessibles a I'instant n a partir d’un individu.

DEMONSTRATION. On choisit des états de 4;, {ay, ay, . . ., a;}, de telle sorte que
a et b font partie de ces états et le sous-groupe engendré par a,—a,, a;—ay, - . . ,
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a,—a, contient le nombre 7. Sans perte de généralité, on peut supposer que
a=a,<a;<* ‘<a,=b. Il est d’abord facile de vérifier par récurrence sur n que
A, contient la progression arithmétique de raison b—a allantde a a b»:sim € 4,,
alors la progression arithmétique de raison b—a allant de ma & mb appartient a
A, d’apres la loi (I). On remarque maintenant que A,,;={4;(x)+4,(y):
x+y € A,}. La proposition 1 nous assure que I’on peut trouver des entiers naturels
x, o et f§ tels que f—a>t(b—a) et Ay (x) 2 {u:a<Lu<p, u=xa(mod ¢)}. Ceci
vient du fait que A4,(x)={u;+u,+- - +u,:u, € 4;}. Dol 4,,, contient les élé-
ments de la forme u+v ot a<u<f, u=xa(modr) et v appartient a la pro-
gression arithmétique de raison »—aq allant de (¢"—x)a & (b»—x)b. On suppose
que n est suffisamment grand (a">x et (a"—x)a<(b"—x)b). Sans perte de
généralité, on peut supposer que a=pf=xa(mod?t). D’ou A, contient la
progression arithmétique de raison ¢ qui va de (a"—x)a+a & (b»—x)b+p. 1l
suffit de prendre pour dle plus grand des deux nombres a—xa et f—xb pour que
la proposition 2 soit établie.
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