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Une classe d’hamiltoniens polynomiaux
isochrones
Bertrand Schuman

Résumé. Soit H0 =
x2+y2

2 un hamiltonien isochrone du plan R2. On met en évidence une classe
d’hamiltoniens isochrones qui sont des perturbations polynomiales de H0. On obtient alors une
condition nécessaire d’isochronisme, et un critère de choix pour les hamiltoniens isochrones. On voit
ce résultat comme étant une généralisation du caractère isochrone des perturbations hamiltoniennes
homogènes considérées dans [L], [P], [S].

Abstract. Let H0 =
x2+y2

2 be an isochronous Hamiltonian of the plane R2. We obtain a necessary con-
dition for a system to be isochronous. We can think of this result as a generalization of the isochronous
behaviour of the homogeneous polynomial perturbation of the Hamiltonian H0 considered in [L], [P],
[S].

Introduction

On utilise la théorie des formes normales de germes de champs de vecteurs à l’origine
tangents à Ξ0 =

∑n
i=1 λi(xi

∂
∂yi
− yi

∂
∂xi

) dans R2n, n ≥ 1, avec λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

On est interessé par le problème de la linéarisation des champs de vecteurs ayant
pour partie linéaire X0 dans le cas hamiltonien.

Dans le cas n = 1, on est dans le cas particulier du problème de la linéarisation des
champs hamiltoniens du plan R2, ayant pour partie linéaire une rotation à l’origine,
autrement dit, du problème du centre isochrone hamiltonien. Ceci est le cadre de

notre étude des perturbations polynomiales de H0 =
x2+y2

2 .
La forme normale utilisée, dans le cas hamiltonien considéré ici, est la forme nor-

male de Birkhoff.
Dans le premier paragraphe, on prépare la présentation de la notion d’hamil-

tonien du plan dans le cadre de la théorie des formes normales de familles d’hamil-
toniens polynomiaux au voisinage d’un point elliptique de type de Birkhoff [F1] dans
R2n, n ≥ 1. On écrit alors explicitement les transformations de Lie et les équations
homologiques donnant les coefficients des séries normalisantes de Birkhoff.

Puis, au paragraphe 2, dans le cas du plan, on caractérise les champs homogènes
en leur attachant les deux premiers coefficients de Birkhoff, qui sont algébriques en
les coefficients de la perturbation polynomiale de H0, et définissent les sphères de
Birkhoff. Ces sphères fibrent l’espace des coefficients, et donnent une obstruction à
l’intégrabilité [S]. Le caractère isochrone linéaire, i.e., le cas trivial H0, devient alors
clair lorsqu’on étudie la fibre en zéro, avec les propositions 2.1 et 2.2. Le résultat sur la
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non-existence de perturbations isochrones homogènes, théorème 2.3, a été démontré
de façon indépendante par C.-J. Christopher et J. Devlin [Ch.D] par des arguments
de nature complétement différente.

Au paragraphe 3, on étudie des perturbations plus générales. Le théorème 3.4
permet de donner une condition nécessaire d’isochronisme en cernant une classe
d’hamiltoniens par des hypothèses sur certains des coefficients de la perturbation
polynomiale. De nombreux exemples sont donnés.

1 Équations homologiques et formes normales

Soit
(

R2n, (x, y)
)

, où x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), avec la 2-forme symplec-
tique ω =

∑n
i=1 dxi ∧ dyi . On note

α = α1, . . . , αn β = β1, . . . , βn 〈α, β〉 =
n∑

i=1

αiβi

|α| = α1 + · · · + αn |β| = β1 + · · · + βn (α− β) = (αi − βi , . . . , αn − βn)

zα = zα1
1 · · · z

αn
n zβ = zβ1

1 · · · z
βn
n .

On considère l’hamiltonien H = H0 + εH1 avec

H0 =
1

2

n∑
i=1

λi(x2
i + y2

i )(1)

(λ1, . . . , λn) ∈ Rn,

〈λ, α〉 = 0 =⇒ α = 0(∗)

et

H1 =
∑

|α|+|β|=d

Aα,βxαyβ(2)

une perturbation polynomiale homogène de H0.
Soit Ξ0 le champ de vecteurs hamiltonien associé à H0 : i(Ξ0)ω = −dH0, Ξ0 =∑n
i=1 λi(−yi

∂
∂xi

+ xi
∂
∂yi

). Il est pertinent de faire un changement de coordonnées

pour étudier, en particulier, les valeurs propres de Ξ0. On pose zi =
1√

2
(xi +

√
−1yi)

et zi =
1√

2
(xi −

√
−1yi), alors ω =

∑n
i=1

√
−1dzi ∧ dzi . Ainsi

H0 =
n∑

i=1

λizizi(3)

et Ξ0 =
∑n

i=1

√
−1λi(zi

∂
∂zi
− zi

∂
∂zi

); le point (0, 0) est de type elliptique: les valeurs

propres de Ξ0 sont
√
−1λi and−

√
−1λi , 1 ≤ i ≤ n. On peut écrire

H1 =
∑

|α|+|β|=d

aα,βzαzβ(4)
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Une classe d’hamiltoniens 325

tel qu’on impose des conditions de réalité sur les coefficients de H1.
Pour analyser la classe des hamiltoniens homogènes définis ci-dessus, on se pro-

pose de calculer explicitement la forme normale de Birkhoff de H [B].

Proposition 1.1 [B] Il existe un système de coordonnées formelles tel que HBirk =
H0 +

∑
k≥1 Bk.(zz̄)k, où les coefficients des séries formelles Bk = Bk(aα,β , āα,β) sont des

polynômes en les paramètres aα,β .

Définition 1.2 On appelle la série HBirk forme normale de Birkhoff.

On note ΞHBirk = Ξ0 +
∑n

i=1 Bi(z1z̄1, . . . , znz̄n).(zi
∂
∂zi
− z̄i

∂
∂z̄i

), le champ associé a

l’hamiltonien HBirk , où les Bi sont des séries formelles.
Les fréquences de ΞHBirk sont les λ1 + B1(c1), . . . , λn + Bn(cn), et dépendent du tore

invariant considéré z1z̄1 = c1, . . . , znz̄n = cn.
Dans ce cadre, on définit un hamiltonien harmonique comme il suit :

Définition 1.3 On dit qu’un hamiltonien de la forme H = H0 + H1 est harmonique
si les fréquences de ΞH sont constantes et indépendantes du tore invariant considéré.

Remarque 1.4 Un hamiltonien harmonique est intégrable. La condition (∗) im-
plique que toutes les solutions sont quasi-périodiques, i.e., linéaire sur le tore.

Définition 1.5 On dit qu’un hamiltonien est isochrone si toutes ses orbites sont
périodiques et toutes de même période.

Remarque 1.6 Dans le cas de la dimension 2, les deux notions coı̈ncident.

Pour le calcul de la forme normale HBirk , i.e., la démonstration constructive de
la proposition 1.1, on utilise des transformations de Lie, i.e., on effectue des chan-
gements de coordonnées successifs qui sont les flots de champs de vecteurs hamilto-
niens.

Soit donc, pour commencer,Ξ1 un champ de vecteurs hamiltonien, d’hamiltonien
K1, i(Ξ1)ω = −dK1. On considère son flot Φ1(ε) = exp(εK1). Ainsi la première
étape est, grâce au symplectomorphisme Φ1 tangent à l’identité modulo les termes
en ε2, d’annuler, si possible, les termes en ε dans l’expression de H.

exp(εΞ1)∗(H0 + εH1) = H0 + ε({K1,H0} + H1) + O(ε2).

On a alors à résoudre l’équation

{K1,H0} + H1 = 0

qui est équivalente à
{H0,K1} = H1.

La deuxième étape est de faire un changement de coordonnées grâce à un flot
d’un champ de vecteurs hamiltoniens Ξ2, avec K2 pour fonction d’Hamilton, et de
poursuivre le calcul en négligeant les termes d’ordre supérieur à trois.(

exp(ε2Ξ2)◦ exp(εΞ1)
)∗

(H0 + εH1) = H0 + ε2
(
{K2,H0}+

{
K1{K1,H0}

})
+ O(ε3).
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Ainsi, on a à résoudre une seconde équation

{H0,K2} =
{

K1, {K1,H0}
}

= −{K1,H1}

= {H1,K1}.

On suppose qu’on a annulé tous les termes jusqu’à l’ordre n, et qu’on a trouvé
n hamiltoniens qui ont permis de faire les changements de coordonnées. Soient
K1, . . . ,Kn ces hamiltoniens et Ξ1, . . . ,Ξn les champs de vecteurs associés.

Par récurrence, on suppose qu’on a obtenu n équations :

{H0,K1} = H1

{H0,K2} = {H1,K1}

{H0,K3} =
{
{H1,K1},K2

}
. . . . . . . . .

{H0,Kn} =
{
. . . {H1,K1},K2

}
, . . . },Kn−1}.

Soit Ξn+1 tel que i(Ξn+1)ω = −dKn+1. Alors on peut effectuer un nouveau change-
ment de coordonnées tangent à l’identité en négligeant les termes d’ordre εn+2. On
considère

(
exp(εn+1Ξn+1) ◦ · · · ◦ exp(εΞ1)

)∗
(H0 + εH1)

= (H0 + εH1) ◦
(

exp(εn+1Ξn+1) ◦ · · · ◦ exp(εΞ1)
)

= H0 + εn+1
(
{Kn+1,H0} +

{
Kn, {Kn,H0}

})
+ O(εn+2).

On obtient une nouvelle équation à résoudre

{H0,Kn+1} =
{

Kn, {Kn,H0}
}

= −{Kn,
{
. . . {H1,K1, }, . . . ,Kn−1

}
=
{
. . . {H1,K1},K2

}
, . . . },Kn}.

Si on veut écrire la forme normale de Birkhoff de H0 + εH1, il est nécéssaire de
considérer ces équations et d’essayer de les résoudre dans le but d’éliminer les termes
“non résonnants”. En fait, comme on le montre dans le lemme 1.7, il existe une condi-
tion de “non résonance” pour trouver l’opérateur J0 = {H0, .}−1 lorsqu’il existe et
est défini. Quand la condition n’est pas remplie, il n’est pas possible d’annuler les
termes et on les appelle les “monômes résonnants” : les coefficients de ces monômes
sont les coefficients de Birkhoff. Si on est capable d’annuler tous les coefficients de
Birkhoff, on trouve alors les conditions du centre isochrone. En effet :

Lemme 1.7 On note J0 = {H0, .}−1 lorsque cet opérateur existe. On obtient

J0.(zαz̄β) = zα z̄β√
−1(α−β)

, (α− β) �= 0.
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Démonstration

−
√
−1{H0, .}.(zαz̄β) =

(
z
∂

∂z
− z̄
∂

∂z̄

)
.(zαz̄β)

= αzzα−1 z̄β − βz̄zαz̄β−1

= (α− β)zαz̄β,

donc, si (α− β) �= 0 alors on peut calculer l’inverse de l’opérateur {H0, .}.

Après avoir précisé ce cadre général, on se restreint dans la suite à ne considérer
que le cas de la dimension 2.

2 Équations algébriques attachées au problème du centre isochrone
pour les champs hamiltoniens polynomiaux homogènes

On calcule explicitement les deux premiers coefficients de Birkhoff de la série nor-
malisante HBirk . On distingue le cas pair du cas impair.

Proposition 2.1

(i) Si H1 = H2p+1 alors B1 = 2(2p + 1)
∑p

i=0 |a2p+1−i,i|2.

(ii) Si H1 = H2p alors B1 = ap,p et B2 = 2(2p)
∑p−1

i=0 |a2p−i,i |2.

On note Cd[z, z] l’ensemble des polynômes réels de degré d en (z, z) à coefficients
complexes, i.e., H1 ∈ Cd[z, z], H1 =

∑
p+q=d ap,qzpzq tel que ap,q = aq,p.

À chaque polynôme H1 correspond de façon unique un point de l’espace RD, où
D = 2k + 2 dans le cas impair d = 2k + 1, et D = 2k + 1 dans le cas pair d = 2k, de
la forme

(
Re(ap,q), Im(ap,q)

)
.

De plus, on considère B1, B2 comme des applications de l’espace des coefficients
complexes ap,q à valeurs réelles.

Pour le cas impair,

B1: Cp+1 −→ R+, (a2p+1,0, . . . , ap+1,p) �−→ 2(2p + 1)
∑p

i=0 |a2p+1−i,i|2,

et le cas pair,

B1: Cp × R −→ R, (a2p,0, . . . , ap+1,p−1, ap,p) �−→ ap,p,

B2: Cp × R −→ R+, (a2p,0, . . . , , ap+1,p−1, ap,p) �−→ 2(2p)
∑p−1

i=0 |a2p−i,i|2.

On note, pour α ∈ R+, l’hyperplan Pα = {(a2p,0, . . . , ap+1,p−1, ap,p) : ap,p = α} �

R2p ⊂ R2p+1 et C le cylindre S
2p−1
α × R ⊂ R2p+1, où S

2p−1
α = {(a2p,0, . . . , ap+1,p−1) :∑p−1

i=0 |a2p−i,i|2 = α} est la sphère euclidienne dans R2p+1.

Proposition 2.2

(i) L’image réciproque de α, α ∈ R+, B−1
1 (α) est la sphère S

2p+1
α .

(ii) De même, les fibres B−1
1 (α1), et B−1

2 (α2), α1 ∈ R, α2 ∈ R+ sont, respectivement,
P ⊂ R2p+1 et C ⊂ R2p+1.

On a alors que B−1
1 (α1) ∩ B−1

2 (α2) est P ∩ C � S
2p−1
α ⊂ P.
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Le théorème suivant montre qu’il ne peut exister de centre isochrone hamiltonien
autre que dans le cas linéaire :

Théorème 2.3

(i) L’image réciproque de 0, B−1
1 (0) se réduit au point {0}.

(ii) De même, la sphère B−1
1 (0) ∩ B−1

2 (0) se réduit au point {0}.

Les deux sphères S
2p+1
0 ⊂ R2p+2 et S

2p−1
0 ⊂ P � R2p se réduisent à un point : il ne peut

exister de perturbation homogène isochrone non nulle du centre x ∂
∂y − y ∂

∂x .

Démonstration de la proposition 2.1 Premier cas : H1 = H2p+1.

H2p+1 =

2p+1∑
i=0

a2p+1−i,iz
2p+1−izi,

K1 = J0.H2p+1 = −
√
−1

2p+1∑
i=0

a2p+1−i,i

(2p + 1)− 2i
z2p+1−izi,

{H2p+1, J0.H2p+1} =
√
−1

(
∂H2p+1

∂z
.
∂J0.H2p+1

∂z
−
∂H2p+1

∂z
.
∂J0.H2p+1

∂z

)

= −2
√
−1�e

(
∂H2p+1

∂z
.
∂J0.H2p+1

∂z

)
,

à cause des conditions de réalité sur les coefficients de la perturbation.

∂H2p+1

∂z
=

2p∑
i=0

(2p + 1− i)a2p+1−i,iz
2p−i zi

=

2p+1∑
i=1

iai,2p+1−iz
i−1z2p+1−i,

∂J0.H2p+1

∂z
= −
√
−1

2p+1∑
i=1

ia2p+1−i,i

(2p + 1− 2i)
z2p+1−izi−1.

On cherche le coefficient du monôme résonnant de degré 4p : z2pz2p dans le produit

∂H2p+1

∂z
.
∂J0.H2p+1

∂z

= −
√
−1
( 2p+1∑

i=1

iai,2p+1−iz
i−1z2p+1−i

)( 2p+1∑
i=1

ia2p+1−i,i

(2p + 1− 2i)
z2p+1−izi−1

)

= −
√
−1

( 2p+1∑
i=1

i2

(2p + 1)− 2i
|a2p+1−i,i|

2

)
z2pz2p

+ “termes non résonnants”.
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On note B1 le premier coefficient de Birkhoff, i.e., le coefficient de z2pz2p dans le
produit ci-dessus.

√
−1B1 =

2p+1∑
i=1

i2

(2p + 1)− 2i
|a2p+1−i,i|

2

=

p∑
i=1

i2

(2p + 1)− 2i
|a2p+1−i,i|

2 −

p∑
i=1

(2p + 1− i)2

(2p + 1)− 2i
|ai,2p+1−i|

2

+
(2p + 1)2

−(2p + 1)
|a2p+1,0|

2

=

p∑
i=1

i2 − (2p + 1− i)2

(2p + 1)− 2i
|a2p+1−i,i|

2 − (2p + 1)|a2p+1,0|
2

=

p∑
i=1

(i − 2p − 1 + i)(i + 2p + 1− i)

(2p + 1)− 2i
|a2p+1−i,i|

2 − (2p + 1)|a2p+1,0|
2

= −

p∑
i=1

(2p + 1)|a2p+1−i,i|
2 − (2p + 1)|a2p+1,0|

2.

Finalement, l’expression de B1 est

B1 = 2(2p + 1)

p∑
i=0

|a2p+1−i,i|
2.

Deuxième cas : H1 = H2p.

H2p =

2p∑
i=0

a2p−i,iz
2p−i zi,

J0.H2p = −
√
−1

( i=p−1∑
i=0

a2p−i,i

2p − 2i
z2p−izi +

2p∑
i=p+1

a2p−i,i

2p − 2i
z2p−i zi

)
,

car ap,pzpzp est un monôme résonnant.

∂H2p

∂z
=

2p−1∑
i=0

(2p − i)a2p−i,i z
2p−i−1zi

=

2p∑
i=1

iai,2p−iz
i−1z2p−i,

∂J0.H2p

∂z
= −
√
−1

( p−1∑
i=1

i
a2p−i,i

2p − 2i
z2p−izi−1 +

2p∑
i=p+1

i
a2p−i,i

2p − 2i
z2p−i zi−1

)
,
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∂H2p

∂z
.
∂J0.H2p

∂z
= −
√
−1

( p−1∑
i=1

i2|a2p−i,i|2

2p − 2i
+

2p∑
i=p+1

i2|a2p−i,i|2

2p − 2i

)
z2p−1z2p−1

+ “termes non résonnants”.

On note B2 le coefficient de z2p−1z2p−1. On rappelle que le premier coefficient de
Birkhoff est B1 = ap,p.

√
−1B2 =

p−1∑
i=1

i2|a2p−i,i |2

2p − 2i
+

2p∑
i=p+1

i2|a2p−i,i|2

2p − 2i

=

p−1∑
i=1

i2|a2p−i,i |2

2p − 2i
−

p−1∑
i=1

(2p − i)2

2p − 2i
|a2p−i,i|

2 − 2p|a2p,0|
2

=

p−1∑
i=1

i2 − (2p − i)2

2p − 2i
|a2p−i,i|

2 − 2p|a2p,0|
2

= −2p

p−1∑
i=0

|a2p−i,i|
2.

Finalement,

B2 = 2(2p)

p−1∑
i=0

|a2p−i,i|
2.

3 Étude des hamiltoniens non homogènes : sur une classe de pertur-
bations polynomiales

On généralise, en complétant ainsi l’étude du problème du centre isochrone des
champs hamiltoniens, le résultat obtenu précédemment pour les perturbations ho-
mogènes. Ce faisant, on comprend ainsi plus en détail le comportement des premiers
coefficients de Birkhoff. On commence par établir un théorème qui permet de cer-
ner une classe de polynômes qui ne sont nécessairement isochrones que dans le cas
linéaire H0. Un intérêt évident ressort de ce début de classification des champs ha-
miltoniens polynomiaux : pour obtenir un champ de vecteurs isochrone autre que
H0, il est nécessaire d’être dans le complémentaire de cette classe de polynômes. On
met ainsi en évidence un critère de choix effectif pour les hamiltoniens isochrones.

On peut consulter [G] pour trouver une condition nécessaire d’isochronisme.
Celle-ci donne une caractérisation de la fibre de la fonction d’hamilton des champs
linéarisable de

(
C2, (x, y)

)
. L’étude de l’homologie évanescente H1

(
H−1(z),Z

)
de

la surface de Riemann associée à H−1(z) permet de formuler la conjecture suivante :

Conjecture (L. Gavrilov) Si H(x, y) est un hamiltonien polynomial isochrone, alors
le cycle évanescent en zéro de la fibre H−1(z) est homologue à zéro.
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La conjecture est vraie dans le cas des points singuliers de type simple (Ak, Dk, E6,
E7, E8) [G].

On calcule les deux premiers coefficients de Birkhoff pour des perturbations non
homogènes de H0 du type Hp + H2p−2, p ≥ 3.

Proposition 3.1 Soit p ≥ 1.

(i) Si H1 = H2p+1 + H4p alors B1 = a2p,2p + 2(2p + 1)
∑p

i=0 |a2p+1−i,i|2.

(ii) Si H1 = H2p +H4p−2, alors B1 = ap,p et B2 = a2p−1,2p−1 +2(2p)
∑p−1

i=0 |a2p−i,i |2.

Démonstration Premier cas : H1 = H2p+1 + H4p.
Le premier coefficient de Birkhoff B1 est le coefficient de (zz)4p dans la série

HBirk = zz + B1(zz)4p + · · ·

donnant la forme normale de l’hamiltonien. On résout les équations homologiques
composantes homogènes par composantes homogènes : on reprend le calcul des
séries de Lie explicité dans le cas homogène. Soit Ξ1 un champ de vecteurs hamilto-
nien tel que i(Ξ1)ω = −dK1.

exp(Ξ1)∗(H0 + H1) = H0 + ({K1,H0} + H2p+1) +
{

K1, {K1,H0}
}

+ H4p + · · · .

On a à résoudre l’équation
{H0,K1} = H2p+1.

Soit alors Ξ2 tel que i(Ξ2)ω = −dK2, et on obtient

(
exp(Ξ2) ◦ exp(Ξ1)

)∗
(H0 + H1) = H0 +

(
{K2,H0} +

{
K1, {K1,H0}

}
+ H4p

)
+ · · ·

d’où
{H0,K2} = {H2p+1,K1} + H4p.

À ce stade, on est déjà en mesure de calculer explicitement le premier coefficient
de Birkhoff de la forme normale de l’hamiltonien considéré. En effet, la première
équation homologique permet d’obtenir K1, de degré 2p + 1, puis la recherche du
premier monôme résonnant de degré 4p généré par le crochet de Poisson {H2p+1,K1}
se fait comme dans le cas homogène auquel il faut ajouter le terme a2p,2p provenant
de la partie homogène H4p de degré 4p. On obtient donc

HBirk = H0 + B1(zz)2p + · · ·

où

B1 = a2p,2p + 2(2p + 1)

p∑
i=0

|a2p+1−i,i|
2.

Deuxième cas : H1 = H2p + H4p−2.
La démonstration est identique au cas précédent, mais cette fois on est obligé de

calculer les deux premiers coefficients de Birkhoff du fait de l’existence d’un monôme
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résonnant dans la partie perturbative H2p. On peut donc écrire ainsi les premiers
termes de la forme normale de Birkhoff

HBirk = H0 + B1(zz)p + B2(zz)2p−1 + · · ·

où

B1 = ap,p et B2 = a2p−1,2p−1 + 2(2p)

p−1∑
i=0

|a2pi ,i |
2.

Proposition 3.2

(i) Soit H = H0 + H1, avec H1 = H2p+1 + H4p. Si a2p,2p ≥ 0 alors il ne peut exister
de centre isochrone autre que dans le cas linéaire H0.

(ii) Soit H = H0 + H1, avec H1 = H2p + H4p−2. Si a2p−1,2p−1 ≥ 0 alors on conclut de
même.

Démonstration Dans le cas (i), d’après le théorème précédent, si a2p,2p ≥ 0 alors on
est en présence d’une sphère de Birkhoff et on sait qu’elle se réduit à zéro au-dessus de
0, i.e., on a H2p+1 ≡ 0 et a2p,2p = 0. On est donc ramené à l’étude d’une perturbation
homogène H1 = H4p : on sait que la sphère de Birkhoff associée à H4p se réduit à
zéro au dessus de 0. Par conséquent, il ne peut exister de centre isochrone autre que
dans le cas linéaire H0.

Le deuxième cas se traite par le même raisonnement.

Théorème 3.3 Soit H = H0 + H1 avec H1 =
∑d

p=3 Hp, où d = 2k ou bien d =
2k + 1. Si tous les coefficients ap,p, 4 ≤ p ≤ d, provenant des monômes résonnants
des composantes homogènes de degrés pairs de la partie perturbative H1 sont tels que
ap,p ≥ 0, 4 ≤ p ≤ d, alors il ne peut exister de centre isochrone autre que dans le cas
linéaire H0.

Démonstration Ce théorème est un corollaire des propositions 4.1 et 4.2. On étudie
l’hamiltonien composantes homogènes par composantes homogènes, on applique les
deux propositions précédentes, et on réduit à zéro les sphères de Birkhoff produites
au cours de la procédure.

En effet, on obtient que a22 = 0 et H3 ≡ 0, d’après les propositions 3.1 et 3.2 (i),
avec p = 1.

On considère alors H4 et H6, et on applique les propositions 3.1 et 3.2 (ii), avec
p = 2, d’où H4 ≡ 0 et H6 ≡ 0.

Ensuite, p = 2, alors H5 ≡ 0 et a44 = 0 par (i).
Pour la composante de degré pair 2p, on a H2p ≡ 0 et H4p−2 ≡ 0 par (ii), et pour

la composante 2p + 1, on a H2p+1 ≡ 0 et a2p,2p = 0 par (i).
En appliquant ainsi, pour tout p tel que 3 ≤ p ≤ d, les deux propositions, dans

les cas (i) et (ii) alternativement, on élimine toutes les composantes de l’hamiltonien
H. Il ne peut alors exister de centre hamiltonien isochrone autrement que dans le cas
H = H0.
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Condition nécessaire d’isochronisme Pour que H soit isochrone non trivial, il est
nécessaire que H ne soit pas de la forme donné par le théorème 3.3.

Exemple 3.4 H = H0 +
∑d

p=1 H2p+1, i.e., un hamiltonien où il n’y a que des compo-
santes homogènes de degré impair. Le champ de vecteurs associé n’est pas isochrone.

Exemple 3.5 H = H0 + H3 + H5 + H6 + H7 + H9 + H11 + H13 n’est pas isochrone.

On utilise les propositions 3.1 et 3.2, succesivement dans les cas (i) et (ii), pour
chaque degré p des composantes homogènes de H :

p = 1 H3 ≡ 0 par les propositions 3.1 et 3.2 (i)
p = 2 H5 ≡ 0 en utilisant le (i) des deux propositions 3.1 et 3.2,
p = 3 H6 ≡ 0 en utilisant (ii),
p = 3 H7 ≡ 0 par (i),
p = 4 H9 ≡ 0 par (i),
p = 5 H11 ≡ 0 par (i),

puis, pour la composante homogène de degré 13, i.e.,

p = 6 on obtient H13 ≡ 0 par (i).

Exemple 3.6 H = H0 + H3 + H6 + H7 + H8 + H9 + H11 + H13 n’est pas isochrone.

De même,

p = 1 H3 ≡ 0 par (i)
p = 3 H6 ≡ 0 par (ii),
p = 3 H7 ≡ 0 par (i),
p = 4 H8 ≡ 0 par (ii),
p = 4 H9 ≡ 0 par (i),
p = 5 H11 ≡ 0 par (i),
p = 6 H13 ≡ 0 par (i).

Des deux exemples 3.5 et 3.6, on voit que la composante H5 donne, lorsqu’on cal-
cule le crochet de Poisson provenant des équations homologiques, un polynôme de
degré 8. Les deux hamiltoniens ont, soit H5, soit H8 pour composante homogène,
pour être dans le cadre de la condition nécessaire d’isochronisme. C’est un critère
effectif de choix : H = H0 + H5 + H8 est un hamiltonien polynomial qui peut don-
ner un centre isochrone non linéaire, sans que l’on sache explicitement calculer les
conditions d’isochronisme.

La condition nécessaire d’isochronisme implique, sur ces exemples, que l’on consi-
dère H = H0 + H3 + H5 + H6 + H7 + H8 + H9 + H11 + H13, avec a4,4 < 0. Ce champ
peut être isochrone.

De même, H = H0 + H3 n’est pas isochrone autrement que dans le cas linéaire,
mais H = H0 + H3 + H4 peut l’être, sans que l’on sache calculer explicitement ces
conditions d’isochronisme.
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