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Voccasion de sa 60 erne annee
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1. Introduction

Soit Ω un ouvert de Γespace euclidien Rn a nQ^ 2) dimensions. Les

recherches des fonctions harmoniques dans Ω sont essentielles dans la theorie

classique du potentiel. A ce moment-la, il est bien connu que le balayage

pour le noyau de Green dans Ω joue un grand role (par example, cf. M.

Brelot [1]).

D'autre part, quelques travaux ont ete consacres a 1'etude de la fonction

polyharmonique dans Ω, et on sait maintenant que les resultats sont souvent

pareils a la theorie des fonctions harmoniques dans Ω (cf. M. Nicolesco [3]).

Mais il etait necessaire de faire quelques restrictions, car on ne connaissait

pas de balayage pour le noyau polypotentiel.

Nous considererons ici le balayage pour le noyau polypotentiel dans

Ω, qui sera tres different du balayage ordinaire. II en resultera immediate-

ment le theoreme de valeur moyenne pour la fonction polyharmonique dans

Ω, et puis nous donnerons la solution explicite du probleme de Riquier

pour Γequation polyharmonique Δvu = 0 et pour un ouvert borne de Rn.

II sera caracteristique de voir que les points irreguliers seront les memes

que pour l'equation de Laplace. Cette etude precise la note [2].

2. Le noyau polypotentiel et le balayage

Dans cette section, on supposera toujours que X sera un ouvert borne

de Rn a n ^ 2. On pose, pour un entier φ ̂  1,

N(p)(x, y) = J J G(x, zι)G{zi9 z2) G{zp-U y)dz1 dzv^,
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oύ G est la fonction de Green dans X. La fonction N(p) est positive, symet-

rique et continue au sens large dans XxX; elle est finie et continue dans

XxX — δ, ou δ est la diagonale de XxX. Si G est convenablement nor-

malisde, on a

au sens des distributions dans Ω, oύ εx est la mesure de Dirac a x. Pour

une mesure de Radon positive μ dans X, on note N(p)μ{x) la valeur en x

du potentiel de μ par rapport au noyau N(p). Les fonctions Nip\x,y) et

N(p)μ(x) s'appelle respectivement le noyau polypotentiel d'ordre φ et le po-

tentiel d'ordre p de μ.

1 (le theoreme du balayage): Soit p ^ l . A un systeme {μi)p

ml de

mesures de Radon positives dans X, de masse Male finie, et a un ferme F de X, on

peut associer un systeme (/*0?-i de mesures positives portee par F9 et un seul tel quΌn

ait

+1*>μ't(x) partout dans X,

_ _ + 1 ) μί(#) Quasi partout sur F9

£ = 1 " " ' ' £ = 1

2 JV^~^μ't(x) quasi partout sur F9
£ = 1

x) = N{ι)μ[{x) quasi partout sur F.

On dit qu'une propriete a lieu quasi partout si elle a lieu sauf sur un

ensemble de capacite exterieure nulle pour le noyau de Green ou ce qui

revient au meme, pour le noyau newtonnien (logarithmique pour n = 2).

Demonstration. Nous remarquons d'abord que le potentiel d'ordre 1 de

μt est finie quasi partout dans X et l'on a \N{χ)μi{x)dx < + oo. Done, pour

l<i<p et pour 2^j<Lφ,NU)μi est finie quasi partout dans X.

Soit μ{ la mesure balayee de μx sur F relativement au noyau G, on

obtient alors

x) partout dans X,

= N{1)μ{{x) quasi partout sur F.
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Ensuite, soit μ'2 la mesure balayee de (N{1)μx — Nωμ[) + μ2 relativement a G.

Ayant

\ dμ2(y)),

on a

) + N™μ2{x) ̂  N^μ[{x) + N™μ'2{x) partout dans X,

) + Nwμ2{x) = iV(Vi(α) + N^μ2{x) quasi partout sur F.

En repetant cette action, on obtient un systeme (μί)?«i de mesures positives

portees par F qui veriίie tous les conditions ci-dessus.

Finalement nous montrons Γunicite de ce systeme. Soit (///)?=i un autre

systeme qui veriίie les conditions ci-dessus. On a evidemment μ[ = μ", et

ensuite on a

N^μM - N™μ[(x) + N^μ2(x) = J G(x,y)((N^μi(y) - N^μ[(y))dy + dμt{y))

= N{ι)μfί{x) quasi partout sur F.

Par consequent, μ% doit etre la mesure balayee de (Nwμι — Nwμ[) + ^2 sur

F relativement a G, d'oύ μ2 = μ" De la meme maniere, on obtient

Γunicite. La demonstration est ainsi complete.

On dit que (μ )?=i est le systeme balaye de (/O?=i s u r F relativement

au systeme (A^o))?=1. II est facile de voir que si Γon a μ^F) = 0 pour tout

i, μ\ est alors portee par la frontiere F* de F. Par la suite on designera

par (ε^i )?=i le systeme balaye de (ε̂ ., 0, , 0) sur F.

PROPOSITION 1. Soient Xx et X2 deux ouverts homes de Rn, et soient N{° et

Nψ respectivement les noyaux polypotentiels d^ordre i dans X1 et dans X2. Pour un

systeme {μi)v

ί=1 de mesures de Radon positives a support compact dans Xλ{\X2 et pour

un ferme F dont le complement CF est borne dans XλΓ\X2, on a μr

iΛ = μ'i%2 pour

tout l^ίi^p, oύ (μ'iΛ )?=1 et {μ'ii2 )f=1 sont respectivement les systemes balayes de

(/O?-i sur F relativement a (M")?-! et a (N^)^ .

En effet, soit N^W le noyau poiypotentiel d'ordre i dans X1nX29 et soit

(^t)f-i i e systeme balaye de (/ î)?=1 sur F relativement a (N{\1 )?=1. II est

facile de voir que μ'ux — v't et que μ'iΛ = v't.

PROPOSITION 2. Soit e un sous-ensemble borelien de F. La fonction f^x) =

s%)r{e) est analytique dans CF pour tout i.
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En effet, il est bien connu que ft est analytique dans CF (cf. M. Brelot

[1]). D'apres l'egalitd

Λ(#) = I (G{x9y) — G{x,z)dεy\')F{z))εy1,)

F{e)dy,

il est facile de montrer que / 2 est analytique dans CF. Au moyen de Γin-

duction, on peut montrer que fi est analytique dans CF pour tout i.

Soit Ω un ouvert dans X. On designe par Nψ le noyau polypotentiel

d'ordre φ dans Ω. Alors on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 3. Pour tous Us points x et y de Ω, on a

ψ(x, y) = Ncp\x, y) - έ

En effet, le cas de φ = 1 est bien connu. Supposons que

dans ΩxΩ. Alors on obtient, d'apres le theoreme 1, que, pour tous les

points x et y de Ω,

Ncp\x,y)-

= 5 G(y, z)NTx\^ x)dz-\ G(y, z)dε™

= J G(y, z)Nf(z, x)dz - jj G(y, u)d^h

= j GΩ(y, z)N^\z, x)dz = Nf(x, y).

D'apres Γinduction, la demonstration est ainsi complete.

De la proposition ci-dessus, on obtient immediatement les corollaires

suivants:

p

COROLLAIRE 1. La fonction j]N(p'J+i:>ε^cβ{y) dans ΩxΩ est symetrique.

COROLLAIRE 2. Pour un point x fixe de Ω, on a
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an sens des distributions dans Ω.

PROPOSITION 4. Soit μ une mesure de Radon positive dans X de masse Male

finie, et soit F un ferme de X avec SμCίF = φ, alors on a, pour tout ensemble

borelien e de F et pour tout i,

μ[{e) = J e™F(e)dμ(x),

ou (μ£)?=i est le systeme balaye de (μ, 0, , 0) sur F.

En effet, le cas de i = 1 est bien connu (cf. M. Riesz [4]). Soit i>l

et supposons que, pour tout jg^i — 1, μ'j(e) = \ έJ>'
)

F{e)dμ{x). O n a alors

μ i \"J — I x-'' μ\d/ j / i

j= 1

j= 1

D'apres cette proposition, on a evidemment Γinegalite suivante: Pour tout

x de X et pour tout ferme F de X,

Nwμ(χ)^ Σ
i — \

oύ μ est une mesure positive de masse totale ίinie.

3. Les fonctions polyharmoniques

Soit Ω un ouvert de Rn. Rappelons qu'une fonction reelle u de classe

£2cp-D d a n s Q e s t polyharmonique d'ordre p si Γon a Δvu — 0 dans Ω au sens

des distributions. Considerons le theoreme de valeur moyenne pour le fonc-

tion polyharmonique dans Ω. Nous donnerons d'abord une notation. On

designera par (ε"r )?-i le systeme balaye de (εχ9 0, , 0) sur CB(x r) rela-

tivement au systeme de noyaux polypotentiels dans un ouvert borne

I D B(X; r), oύ B{x;r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r.

D'apres la proposition 1, (ε"J )?=i est independant de X.
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TiϊέORέME 2. Pour qtfune fonction reelle u de classe C 2 ( 2 ) " n dans Ω soit poly

harmonique d'ordre p dans Ω, il faut et il suffit que, pour toute boule ouverte B(x r)

avec B{x r) c Ω, on ait

u(x)=

oύ J°u = u.

Demonstration de la condition suffisante. Nous remarquons d'abord

que, pour tous les points x et y de Ω et pour tout i, εcy,] est la mesure

obtenue par la translation y — x de ε^l, et que par suite, il suffit de mon-

trer le lemme suivant:

LEMME 1. Pour tout x de Rn et pour toute suite decroissante (rm) de nombres

> 0 s'annulant avec m -y oo, il existe une suite (am) de nombres > 0 avec Urn am = 0

telle qu'on ait, pour toute fonction φ de classe C2P a support compact dans Rn,

= Urn ~- (φ(x) - Σ ((-J)ί-ίφ(y)dε^rm(y)).

En eίfet, soit X un ouvert borne de Rn avec X^ {x + y; x <E Sφ9

y e f?(0; r1)}9 et soit N(ί) le noyau polypotentiel d'ordre i(i = 1, , p) dans

X. Posons

ί+»ε^r (y))dy9
t = l ' m

alors on aα f f l >0 et

= lim - M (-Δ)*φ{y){N™{x, y) - JlNcp-i+1>εc

x%(y))dy
m—>oo w m J z = l '

Montrons la condition necessaire. On prend une boule ouverte B{x;r)

avec B{x; r) c Ω. Soit ^ un nombre>0 avec B(x; r + 2p) c i2. Alors, pour

toute fonction φ de classe C°° a support compact dans Bfθ - ί ^ \ on a

9(α;) = 0 dans un voisinage de B{x; r), oύ u' est la restriction de u sur

#; r+ p). Le support de u'*φ etant compact dans -Q, on a
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dans Ω. Ayant

Nf(x,y) = ΣΪN^-^VJ,]. (y) dans CB{x; r\
i l

on a

u'*φ(x)= Σ
i = l

φ etant arbitraire, on a

nous avons done notre resultat. La demonstration est ainsi complete.

En explicitant les sϋ?" > on retrouve le theoreme de valeur moyenne

connu pour le fonction polyharmonique (cf. M. Nicolesco [3]). De la

meme maniere, pour tout ouvert Ωo dans Ω, la fonction polyharmonique

u d'ordre φ dans Ω verifie Γequation suivante: Pour tout x de ί20,

u{x)= Σ \{~Δ)i

i l

et par suite, u est evidemment analytique dans Ω.

TiϊέORέME 3. Soit Ω un ouvert borne de Rn, et soit (Λ)?=i un systeme de

fonctions boreliennes et bornees sur Ω*. La fonction

est polyharmonique d'ordre φ dans Ω.1^

Demonstration. Soit Ui{x)= \ fi{y)dε™CΩ{y) {i = 1, ,p). D'apres la pro-

position 2, Ui est analytique dans Ω. On a

j= 1

et par suite,

χ) (e"cώ)?-i est le systeme balayέ de (εx, 0, ••••, 0) sur CΩ relativement au systeme
de noyaux polypotentiels dans un ouvert borne X Z) Ω. II est independant de X (cf. la
proposition 3).
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x) = (-ly-'J^^uAx) = 0

dans Ω, car ux est harmonique dans Ω. La demonstration est complete.

DEFINITION 1. La fonction HΩ(x; (Λ)?=i) s'appelle la solution generalisee du

probleme de Riquier pour Γequation Δpu = 0 et pour la valeur frontiere (Λ)?=i.

DEFINITION 2. On dit qu'un point x0 de Ω* est regulier d'ordre p si l'on

a, pour tout systeme (Λ)?βl de fonctions finies et continues sur Ω*,

lim (-Jf-Ήaix; (A)U) = U*o)d = h , p).

Examinons le point regulier d'ordre p plus prέcisement. Le theoreme

typique est le suivant:

TH£OR£ME 4. Soit p ^ l . Pour qu'un point x0 de i2* soit regulier d^ordre

p il faut et il suffit que x0 soit regulier au sens du probleme de Dirichlet pour

Γequation de Laplace,

Demonstration. Soit x0 un point regulier au sens du probleme de Dirich-

let pour l'equation de Laplace, on a alors

lim
X-Ϊ

et pour i > 1, on a

lim (- ΔzY-1 \UvW»CQ{y) = lim (-J,)'" 1

Ensuite, pour tout x de Ω et pour tout j ̂  1, on a

^'-1+i f/*(y)Λ^Λ(y) = ̂ J/*(y)rfe%fl(y) = o.

D'autre part, on a, pour tout 1 < j ^ ί — 1,
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En

on

employant

sup
XEΞΩ

obtient

l'inegalite

i^\x9 z)fi{y)
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d^CΩ{y)dz ^(supJΛ(α

89

lim { — Δ)1'1"3

x<=Ω

Par consequent, on a, pour tout k,

lim (—ΔY^Ht

L'inverse est evident, et par suite la demonstration est complete.

Finalement, nous voyons Γunicite de la solution du probleme de

Riquier.

PROPOSITION 5. Soit Ω le meme que ci-dessus. Si une fonction polyharmonique

u d'ordre p et Διu sont bornees dans Ω et admettent ses limites 0 quasi partout sur

42*, on a u = 0.

En effet, soit (Ωm) une suite croissante d'ouverts bornes avec Ωm c Ω

telle qu'on ait UΩm = Ω, alors on a, pour tout x de Ωm.

u(x) = Σ I (—Δy~1u(y)dε(

x

ιcΩ {y).

La suite (ε^caj converge vaguement vers B^CQ avec m->oo, et par con-

sequent, faisant m->oo, on a u(x) — 0 dans Ω, puisque u et Διu sont bor-

nees dans Ω.

D'apres ce theoreme, on obtient immediatement le corollaire suivant:

Corollaire 3. Soient Ω et (Λ)f=i les memes que ci-dessus. On a

(-ΔfHΩ(x; (A)U) = HΩ(x; (Λ)?.*+1).

Remarque. Nous pouvons donner les resultats a ceux-ci pour Γopέrateur

uniformement elliptique d'ordre 2 au lieu de Δ. Pour cet operateur, voir

C. Stampacchia [5].
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