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SUR LES FONCTIONS POLYHARMONIQUES ET LE
PROBLEME DE RIQUIER

En hommage a Monsieur le professeur Katuji ONO a

U’occasion de sa 60eme annee

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Soit 2 un ouvert de l’espace euclidien R™ & n(=2) dimensions. Les
recherches des fonctions harmoniques dans Q sont essentielles dans la théorie
classique du potentiel. A ce moment-1a, il est bien connu que le balayage
pour le noyau de Green dans 2 joue un grand roéle (par example, cf. M.
Brelot [1]).

D’autre part, quelques travaux ont été consacrés a 1’étude de la fonction
polyharmonique dans £, et on sait maintenant que les résultats sont souvent
pareils a la théorie des fonctions harmoniques dans 2 (cf. M. Nicolesco [3]).
Mais il était nécessaire de faire quelques restrictions, car on ne connaissait
pas de balayage pour le noyau polypotentiel.

Nous considérerons ici le balayage pour le noyau polypotentiel dans
2, qui sera trés différent du balayage ordinaire. Il en résultera immédiate-
ment le théoréme de valeur moyenne pour la fonction polyharmonique dans
9, et puis nous donnerons la solution explicite du probléme de Riquier
pour I’équation polyharmonique 4z =0 et pour un ouvert borné de R”.
Il sera caractéristique de voir que les points irréguliers seront les mémes
que pour I’équation de Laplace. Cette étude précise la note [2].

2. Le noyau polypotentiel et le balayage
Dans cette section, on supposera toujours que X sera un ouvert borné
de R® & n=2. On pose, pour un entier p=1,

N®(@,y) = [+ - - [ Gl 206, 2+ + + Clapn v)da, - + - daye,
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ol G est la fonction de Green dans X. La fonction N est positive, symét-
rique et continue au sens large dans XxX; elle est finie et continue dans
XxX —3, ou & est la diagonale de XxX. Si G est convenablement nor-
malisée, on a

(4, N™(@,y) = (=1)%¢,

au sens des distributions dans £, ou g, est la mesure de Dirac &4 2. Pour
une mesure de Radon positive z# dans X, on note N®pu(x) la valeur en x
du potentiel de g par rapport au noyau N®. Les fonctions N“(x,y) et
N®p(z) s’appelle respectivement le noyau polypotentiel d’ordre p et le po-
tentiel d’ordre p de p.

TratoriMe 1 (le théoréme du balayage): Soit p=1. A un systéme (p,)2-, de
mesures de Radon positives dans X, de masse totale finie, ¢t & un fermé F de X, on

peut associer un systeme (p})?-, de mesures positives portée par F, et un seul tel qu’on
ait

=

|
3
!

N®p(2) = NOpi(x) quast partout sur F,
On dit qu’une propriété a lieu quasi partout si elle a lieu sauf sur un

ensemble de capacité extérieure nulle pour le noyau de Green ou ce qui

revient au méme, pour le noyau newtonnien (logarithmique pour z = 2).

Démonstration. Nous remarquons d’abord que le potentiel d’ordre 1 de
z. est finie quasi partout dans X et 'on a SN(I),ui(x)dx< + . Donc, pour
1<i<p et pour 2=<j=<p,N?, est finie quasi partout dans X.

Soit z#{ la mesure balayée de g, sur F relativement au noyau G, on
obtient alors

N®py(2) = NOy/(x) partout dans X,
N®py(x) = NOpi(x) quasi partout sur F.
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Ensuite, soit p} la mesure balayée de (NWp, — NWpul) + g, relativement a G.
Ayant

N®py(x) — N®pi(x) + NOpy(z) = SG(x, YN(NOpy(y) — NOpi(y)dy + dps(y))s
on a

N®p(2) + NOp,(x) = N®pi(x) + NOpj(x) partout dans X,
N®p(x) + NOpy(x) = N®pi(x) + NOpj(x) quasi partout sur F.

En répétant cette action, on obtient un systéme (z})?.; de mesures positives
portées par F qui vérifie tous les conditions ci-dessus.

Finalement nous montrons 'unicité de ce systéme. Soit (¢/)?., un autre
systéme qui vérifie les conditions ci-dessus. On a évidemment zf = g%, et
ensuite on a '

N®py(x) — N®pi(x) + NOpy(x) = S Gz, y((NDpy(y) — NOpi(y))dy + dps(y))
= N®y(x) quasi partout sur F.

Par conséquent, g7 doit étre la mesure balayée de (NWg, — N®Opf) + p, sur
F relativement & G, d’ou g} =p%. De la méme maniére, on obtient
Punicité. La démonstration est ainsi compléte.

On dit que (g})?.; est le systéme balayé de (z;)?-; sur F relativement
au systtme (N9)2_,. Il est facile de voir que si Pon a g,(F)=0 pour tout
i, p} est alors portée par la frontiere F* de F. Par la suite on désignera
par (e$%)?-, le systtme balayé de (e, 0, « -+, 0) sur F.

ProrosiTion 1. Soient X, et X, deux ouverts bornés de R™, et soient N et
NS respectivement les noyaux polypotentiels d’ordre i dans X, et dans X,. Pour un
systéme (p;Y2-, de mesures de Radon positives a support compact dans X, X, et pour
un fermé F dont le complément CF est borné dans X,NX,, on a pi,= pi, pour
tout 1<i=<1p, ot (pf,1 )%= et (p}., )21 Sont respectivement les systémes balayés de
()%=, sur F relativement ¢ (N{)P., et & (N, .

En effet, soit N} le noyau polypotentiel d’ordre i dans X,nX,, et soit
(v5)2-, le systéme balayé de (pg;)%., sur F relativement & (N} )%.,. Il est
facile de voir que pf,, =} et que p},=v}.

ProposiTioN 2. Soit e un sous-ensemble borélien de F. La fonction fi(x)=
ik (e) est analytique dans CF pour tout i.
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En effet, il est bien connu que f, est analytique dans CF (cf. M. Brelot
[1]). D’apres I’égalité '

Fol@) = { (6@, y) — Gl@, Ve (2)esik (e)dy,

il est facile de montrer que f, est analytique dans CF. Au moyen de l'in-
duction, on peut montrer que f; est analytique dans CF pour tout i.
Soit 2 un ouvert dans X. On désigne par N$ le noyau polypotentiel

d’ordre p dans Q. Alors on obtient la proposition suivante:

ProrostTioN 3. Pour tous les points x et y de 2, on a
4
N(w,y) = N2, y) — 20 NO-+Debo(y).
En effet, le cas de p =1 est bien connu. Supposons que

p—1

Ng(a,4) = N*(a,9) = 2 N*~06q(0)

=1

dans 2xQ. Alors on obtient, d’aprés le théoréme 1, que, pour tous les
points « et y de 2,

N(2,9) = ZINOe ()
= | Gy, INg2(z, 2)dz — [ Gy, 2)dePro(2)
= { 6y, NPz, )z — (| 6o, wdegz NGz, w)a
= S Gy, 2)N®(z, 2)dz = N§(x, ).
D’aprés Pinduction, la démonstration est ainsi compléte.

De la proposition ci-dessus, on obtient immédiatement les corollaires
suivants:

. ? ; . )
CoROLLAIRE 1. La fonction Z‘.IN@‘“”e;jzm(y) dans QxQ est symétrique.
i=

COROLLAIRE 2. Pour un point x fixé de Q, on a

(4,7 SN2 o) = 0
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au sens des distributions dans Q.

ProrosiTioN 4. Soit p une mesure de Radon positive dans X de masse totale

finie, et soit F un fermé de X avec S,NF = ¢, alors on a, pour tout ensemble
borélien e de F et pour tout i,

pile) = S e n(e)dp(w),

ot (p4)o., est le systéme balayé de (g, 0, ++ -, 0) sur F.
En effet, le cas de i =1 est bien connu (cf. M. Riesz [4]). Soit i>1

et supposons que, pour tout j<i—1, gj(e) =S .(e)dp(x). On a alors

#ie) = [ (N 0p@) = SN Puaesplenda

i—1
= [favesia, v) — SN Ie(eNdpvIegre)da

J=1

i—1
gg (NG=9(, y) J;N“""s;,’}(w))s;f}(e)dwd#(y)

6(” (e)dply

D’apres cette proposition, on a évidemment I’inégalité suivante: Pour tout
z de X et pour tout fermé F de X,

N(p)ﬂ(x)% ﬁ SN(p—i+1) ( )de(l)( )

i=1
ol g est une mesure positive de masse totale finie.

3. Les fonctions polyharmoniques

Soit 2 un ouvert de R". Rappelons qu’une fonction réelle » de classe
C**Y dans Q est polyharmonique d’ordre p si 'on a 4”% = 0 dans 2 au sens
des distributions. Considérons le théoréme de valeur moyenne pour le fonc-
tion polyharmonique dans 2. Nous donnerons d’abord une notation. On
désignera par (5} )7, le syst¢tme balayé de (e, 0, + + +, 0) sur CB(x;7) rela-
tivement au systtme de mnoyaux polypotentiels dans un ouvert borné
XD B(w;7r), ou B(x;r) est la boule ouverte de centre z et de rayon 7.
D’apres la proposition 1, (e )?-; est indépendant de X.
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TrtorEME 2. Pour qu’une fonction réelle u de classe C*®=V dans Q soit poly-
harmonique d’ordre p dans 2, il faut et il suffit que, pour toute boule ouverte B(x;7r)
avec B(x;r) C Q, on ait

w(w) = 2| () uy)de ),

=1
ot 4'u = u.

Démonstration de la condition suffisante. Nous remarquons d’abord
que, pour tous les points z et ¥y de @ et pour tout i, &} est la mesure
obtenue par la translation y — de &Y}, et que par suite, il suffit de mon-
trer le lemme suivant:

LemMmE 1. Pour fout x de R™ et pour toute suite décroissante (r,) de nombres
> 0 s’annulant avec m — oo, il existe une suite (a,) de nombres >0 avec im  a, =0

Mm—00

telle qu’on ait, pour toute fonction ¢ de classe C** a& support compact dans R",

(—apoe) = lim 1~ (p(x) — 3 [ (— 2y pw)desh, (w))

m-—>00 i=

En effet, soit X un ouvert borné de R™ avec XD {x+y;z €S,
y € B(0; r;)}, et soit N le noyau polypotentiel d’ordre i(i =1, - -+, p) dans
X. Posons

b
U = S (NP(w, y) — BN, (v))dy,
alors on a a, >0 et

(—d)P¢() = lim *LS(—A)pso(y)(N(p’(x,y) - ﬁN""“”eﬁim(y))dy

—00 am =1

=lim 2 (p(2) — 2} (— A p(y)deS ().

m—co Om i=1

Montrons la condition nécessaire. On prend une boule ouverte B(x;7)
avec B(z;7)c 2. Soit § un nombre >0 avec B(x; 7 + 2p) c 2. Alors, pour
toute fonction ¢ de classe C* a support compact dans B(O;-%p), on a

Au'+p(x) = 0 dans un voisinage de B(z;7), ou u’ est la restriction de u sur
B(x; r + p). Le support de u’+p étant compact dans 2, on a

u'sp(x) = NP(—4)u'sp(x)
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dans 2. Ayant
NP(@,u) = SN e (v) dans CBz; 7),
on a

wrgla) = 2 | (—a) - arvoy)des (v).

=1

¢ étant arbitraire, on a
P L, )
w(w) = 2 [ (— ' w)aes ),

nous avons donc notre résultat. La démonstration est ainsi compléte.

En explicitant les ¢}, on retrouve le théoréme de valeur moyenne
connu pour le fonction polyharmonique (cf. M. Nicolesco [3]). De la
méme maniére, pour tout ouvert 2, dans 2, la fonction polyharmonique
u d’ordre p dans @ vérifie Péquation suivante: Pour tout z de 2,

¥4

u(@) = 2 [ (=2~ ulv)delyg, W),

=1
et par suite, # est évidemment analytique dans Q.

TutOREME 3. Soit Q un ouvert borné de R", et soit (f;)%=, un sysiéme de
JSonctions boréliennes et bornées sur Q*. La fonction

P

Hy(; (£0e) = 2 | flw)defiaw)

1=1
est polyharmonique d’ordre p dans Q.9
Démonstration. Soit u,(x) =Sfi(y)de;f’cg(y) (i=1,++«,p). Dapres la pro-
position 2, #; est analytique dans 2. On a
us(w) = ] S UMEaU) N0, 2) — SN2 (a)
= NPy (z),
et par suite,

D (52, g)%=1 est le systéme balayé de (e, 0, »+-+, 0) sur Cf2 relativement au systéme
de noyaux polypotentiels dans un ouvert borné XD 2. Il est indépendant de X (cf. la

proposition 3).
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Fufa) = (=1} 40P () =

dans 2, car #, est harmonique dans 2. La démonstration est compléte.

DermnitioN 1. La fonction Hy(x; (f;)2-,) S’appelle la solution généralisée du
probléme de Riquier pour Uéquation 4w =0 et pour la valeur fromticre (f,)i-,.

DermniTION 2. On dit qu'un point z, de Q* est régulier d’ordre p si 'on
a, pour tout systéme (f,;)?., de fonctions finies et continues sur 2%,

lim (= 4y Holw; (foied) = f@o) (1 =1, + + =, P).
se 8

Examinons le point régulier d’ordre p plus précisement. Le théoréme
typique est le suivant:

THEOREME 4. Soit p=1. Pour qu'un point xz, de Q* soit régulier d’ordre
p il faut et il suffit que wx, soit régulier au sens du probléme de Dirichlet pour
Uéquation de Laplace.

Démonstration. Soit x, un point régulier au sens du probléme de Dirich-
let pour Péquation de Laplace, on a alors

lim | riwdegeow) = £i(@o)
=]

et pour ¢ >1, on a

lim (=407 | F)deogw) = tim (=47 [ 10 degawING (2, 2)d2
2% 2

=lim__ gfi(m € g(y) = Fil@o)n
=]

Ensuite, pour tout z de 2 et pour tout j=1, on a

Ai—1+iji(y) 5;“09(:1/) gf(y)dej,"cg( )=0.

D’autre part, on a, pour tout 1=<;<i—1,
(= Fwdeeg) = § Fw)deedyING @, 2)d2

= | Gotw, wING (0, 2)f (9)dePg(v)d2dw.
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En employant l'inégalité

sup
2=

J§ V@, 2179 deal) d2| < (sup | Fu(@)]) (sup | 6 ol )y,
on obtient

tim  (—d) | Fuu)delzg) = 0.
2-3%g
re 2

Par conséquent, on a, pour tout £,

lim (=4 Ho(a; (fi)i=1) = filwo).

o

=2

L’inverse est évident, et par suite la démonstration est compleéte.
Finalement, nous voyons l'unicité de la solution du probleme de
Riquier.

ProrosiTiON 5. Soit Q le méme que ci-dessus. St une fonction polyharmonique
u d’ordre p et A'u sont bornées dans Q et admettent ses limites O quast partout sur
Q% ona u=0.

En eflet, soit (£,) une suite croissante d’ouverts bornés avec 2, C R
telle qu’on ait UQ,, = 2, alors on a, pour tout z de 2,.

u@) = 3 [ (— ) uw)des o W)

La suite (et ) converge vaguement vers ey, avec m-—>oo, et par con-
séquent, faisant m— oo, on a u(x) =0 dans 2, puisque u et 4’ sont bor-
nées dans Q.
D’aprés ce théoréme, on obtient immédiatement le corollaire suivant:
Corollaire 3. Soient Q et (f;){-, les mémes que ci-dessus. On a

(_A)kH_Q(x; (felia1) = Ho(; (f1)0aps1)e
Remarque. Nous pouvons donner les résultats a ceux-ci pour 'opérateur

uniformement elliptique d’ordre 2 au lieu de 4. Pour cet opérateur, voir
C. Stampacchia [5].
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