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POLYNÔMES ANISOTROPES MODULO/?2 

EL MOSTAFA HANINE 

RÉSUMÉ. Nous proposons de construire des polynômes à coefficients /?-adiques, de 
degré D, sans terme constant, ayant plus que 2D + 1 variables. Ces polynômes n'ont 
dans Zp que le zéro trivial modulo p2. Le but que nous cherchons à atteindre, à partir 
des polynômes ainsi construit, est de minorer les valeurs de/? pour lesquelles l'équation 
F(x\,...,X2iy+\) = 0 (mod/?2) admet une solution primitive, F est un élément de 
Zp[X\,... ,X2D+\ ] de degré D sans term constant. 

1. Introduction. Nous nous intéressons dans cette étude aux équations diophanti-
ennes modulo/?2. 

J. Ax et S. Kochen ont démontré que pour tout entier d > 1, il existe un plus petit 
entierp(d), tel que si/? est un nombre premier supérieur ou égal à/?(J), tout polynôme 
sans term constant F G QP[X\,... ,Xn] de degré d, où n > d2, a un zéro non nul dans Q£ 
([2] théorème de la page 445). 

Dans [1] nous avons démontré un résultat analogue à celui de J. Ax et S. Kochen, qui 
s'énonce comme suit : Pour tout entier d > 1, il existe un plus petit nombre premier 
p(d) tel que si p > p(d), pour tout F élément de ZP[X\,...,X2d+\ ] de degré d sans terme 
constant, l'équation F(x\,...,x2d+\) = 0 (mod p2) admet une solution primitive. 

Nous avons aussi démontré dans le même article, que/?(2) = 2,/?(3) = 3 et que pour 
tout d>4onap(d)>2. 

Dans ce papier, nous proposons de construire des polynômes à coefficients /?-adiques, 
de degré Z), sans terme constant, ayant plus que 2D + 1 variables et n'ayant dans Zp que 
le zéro banal modulo/?2. Ceci nous permettra de démontrer que : 

i) pour tout entier D > 6 et différent de 8, p(D) > 3 
ii) pour tout entier D > ^f-, p(D) > p. 

2. Définitions et propriétés. 

DÉFINITION. Soient A un anneau intègre e t / G A[X\,... ,Xn] un polynôme sans 
terme constant. On dit q u e / est anisotrope si pour tout (JCJ, . . . ,x„) G An, la relation 
f(x\9... ,x„) — 0 entraîne : x\ — xi = • • • = xn = 0. Dans le cas où A = Zp, on dit 
q u e / est anisotrope modulo/?0, où a est un entier > 1, si pour tout (xi, . . . ,xn) G Zp, la 
relation/(xi,...,xn) = 0 (mod pa) entraîne xi = x2 = • • • = xn = 0 (mod p). 

Dans ce qui suit on notera nj une forme norme de ZP[X\,...,JQ], de degré d, et 
anisotrope modulo p ; une telle form s'obtient en relevant dans Zp, une forme norme 
de l'extension de degré d de Fp. 
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DÉFINITION. On dit que (JCI , . . . , x„) G 7Pp est primitif, si l'un des xt est non divisible 
par/?. 

PROPOSITION 2.1. Soit d G N*, et soitp un nombre premier, pour tout (x\,... 9xd) 

élément de Zd
p, primitif (n<i(x\ , . . . ,*</)) = 1 (mod p2). 

DÉMONSTRATION. Pour tout (x\,..., xd) élément de Zp primitif nd(x\,..., xd) ^ 0 

(mod p) ce qui implique (jid(x\,..., JC</)) p = 1 (mod p2). 

PROPOSITION 2.2. Soitp un entier naturel premier, pour tout (x9y) G Zp, 

y?f=xPy + xf-xy (modp2). 

DÉMONSTRATION. xP = x (mod p) et yP = y (mod p) ce qui entraîne xP — x = 0 
(mod/?) etf -y = 0 (mod/?) d'où : (xP - x)(f -y) = 0 (mod/?2). 

PROPOSITION 2.3. &?///? MW entier premier supérieur à 2 et soit d un entier > 1, on 
a pour tout x G Z: 

0 Pour tout entier s > 1, x * 2 - ^ EEX^-P) (mod/?2). 

/(J Powr tawdrier s, x ^ ^ (mod/?2). 

»ï) Pour tout entier t > 1, il exist vt G Z[X|, de degré < 2/?—1 et sans terme constant 
vérifiant : x1 = v, (x) (mod /?2). 

DÉMONSTRATION. Pour démontrer i), on distingue deux cas. 

I E R CAS. Si p ne divise pas x, on a x?~p = 1 (mod/?2). Donc pour tout entier 
s> 1: 

^-P)=^-P) (mod/?2). 

2E M E CAS. Si /? divise x, la propriété est triviale. 

La propriété i) permet d'écrire : 

E E X ^ - ' V ^ - 0 7 2 (mod/?2). 

D'après la proposition 2.2, on a x2p = 2x/H"1 — JC2 (mod /?2), d'où ii). La démonstration 
de iii) se déduit par récurrence à partir de la proposition 2.2. 

CONSÉQUENCE 2.4. Soient k G N* et (Si , . . . , /?*) G M - {(0, . . . , 0)}, alors il existe 
W* G Zp[Xi,... ,Xk] de degré < (2/? — 1) + (& — 1)(/? — 1), sans terme constant, tel que : 
pour tout (xi,. . . ,Xk) G Z*, xf * • • • x̂ * = W)t(xi,... ,x*) (mod p2). 

DÉMONSTRATION. Immédiate d'après les propositions 2.2 et 2.3. 
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PROPOSITION 2.5. Pour tout entier d supérieur ou égal à 1 et pour tout nombre 
premierp, il existe des polynômes f G Zp[X\,... ,Xd], sans terme constant de degré D 
supérieur ou égal à (2p — 1) + (d — \)(p — 1), vérifiant : pour tout (x\,... ,xd) G Zd

p, 

(nd(xu... ,xdj)
 P =f(xu...,xd) (mod/?2). 

DÉMONSTRATION. En vertu de la proposition 2.3 et la conséquence 2.4, il existe 
fi G ZP[X\,... 9Xd], de degré inférieur ou égal à (2/? — 1) + (d — \)(p — 1) et sans terme 

constant, tel que : pour tout (xu...9xd) G Zd
p9 [nd{xx,...9xd))

 P = f\(x\,...9xd) 
(mod p2). 

Si degré/i = D o n pose/ = f\. Sinon, on considère/ = p2Xf + / . / vérifie alors la 
proposition. 

3. Construction des polynômes anisotropes modulo/?2. 

LEMME 3.1. Le polynôme 

F = f(X\9 • • • ,Xd) +f(Xd+\,. . . ,^2j) + ' * • +/(^/(p2_2)+b • • • A(p2-1)) 

(ow/ esf /e polynôme de la proposition 2.3) est anisotrope modulo p2. 

DÉMONSTRATION. Soit (x\,...,xd{p2_X)) un élément de Z ^ - 1 ) , avec l'une des com­
posantes non divisible par/?, on peut supposer que c'est xj d'où 

(nd(xi9...,xd))
 P =fi(xu...,xd)=l (mod/?2). 

Ceci entraîne que F(x\,... ixd^_\^) = n (mod p2) avec 1 < n < p2 — 1, on en déduit 
que F est anisotrope modulo/?2. 

THÉORÈME 3.1. Soitp est un nombre premier, et soit D un entier > 1, alors si D > 
2-^onap(D)>p. 

DÉMONSTRATION. D'après le lemme précédent, il suffit de prouver l'existence d'un 
entier d vérifiant : 

2D+1 <d(p2-\) 

(1) p + d(p-\)<D 

Le système (1) est équivalent à : 

2D^ D-p 

P2 -1 p - \ 

Une condition nécessaire pour l'existence d'un entier d vérifiant (1) est que : 
fzf - pr^ > 1, c'est à dire D > ^ ^ ce qui démontre le théorème. 

Dans le cas/? = 3, le théorème précédent montre que/?(£>) > 3 pour tous les entiers 
D > 11. En remarquant que les couples (7,2), (9,3) et (10,3) sont solutions du système 
(1), on montre que/?(7),/?(9) et/?(10) sont aussi supérieurs strictement à 3. 
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Dans ce qui suit on va montrer qu'on a/?(6) > 3. Pour cela considérons le polynôme : 

ri2(X, Y)—X2 + Y2, qui est anisotrope modulo 3. 

On a: 

(n2(X, Y))6 = Xn + 6Xl0Y2 + 15JT8Y4 + 20X6Y6 + 15.Y4y8 + 6X2Y10 + Y12. 

D'après les propositions 2.2 et 2.3, on a pour tout (x,y) G Z2, 

x12 = x6 (mod 9) 

yl2=y6 (mod 9) 

x 1 0 / = * V (mod 9) 
J C 8 / E E J C 2 / (mod 9) 

* Y = 2 x V + Zc 2 / - 3*Y (mod 9) 

* y ° = j c y (mod 9) 

J C V = J C V (mod 9). 

D'après ce système on peut déduire que : 

jc^+fa1 Y + I5JC8 / + 20x6 / + I5JCV
 + 6 * Y ° V 2 

= JC66XY + 15* 2 / + 20(2xY + 2X2/ - 3*Y) + 15*Y + 6*V + / (mod 9). 

Après regroupement des différents termes du second membre, on obtient : x6+6 1 J C Y + 

6 1 J C 2 / - 6 0 C Y + / . 

Considérons maintenant le polynôme : 

/ ( z , y) = x6 + 6 i ^ y 2 + 6ix2y4 - 60X2Y2 + y6, 

on a pour tout (x,y) G Z2,/(JC,J>) = (niix,yj) (mod 9). 
Il en résulte alors que : F(XU... ,Xl6) = f(XuX2) +/(AT3,JC|) + • • • +/(*is,*i6) est 

aussi de degré 6 et anisotrope modulo 9. Finalement on en déduit que/?(6) est strictement 
supérieur à 3. 
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