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POLYNOMES ANISOTROPES MODULO p?

EL MOSTAFA HANINE

RESUME.  Nous proposons de construire des polynomes a coefficients p-adiques, de
degré D, sans terme constant, ayant plus que 2D + 1 variables. Ces polyndmes n’ont
dans Z, que le zéro trivial modulo P?. Le but que nous cherchons 2 atteindre, & partir
des polynomes ainsi construit, est de minorer les valeurs de p pour lesquelles 1’équation
F(xy,...,x3p+1) = 0 (mod pz) admet une solution primitive, F est un élément de
Zp[Xy,...,Xyp+1] de degré D sans term constant.

1. Introduction. Nous nous intéressons dans cette étude aux équations diophanti-
ennes modulo p?.

J. Ax et S. Kochen ont démontré que pour tout entier d > 1, il existe un plus petit
entier p(d), tel que si p est un nombre premier supérieur ou égal a p(d), tout polynome
sans term constant F' € Q,[X1,...,X,] de degréd, oun > d?, aun zéro non nul dans Q;
([2] théoreme de la page 445).

Dans [1] nous avons démontré un résultat analogue a celui de J. Ax et S. Kochen, qui
s’énonce comme suit : Pour tout entier d > 1, il existe un plus petit nombre premier
p(d) tel que si p > p(d), pour tout F élément de Z,[X1, . .., Xp4+1] de degré d sans terme
constant, I’équation F(xi, ... ,Xy4+1) = 0 (mod p?) admet une solution primitive.

Nous avons aussi démontré dans le méme article, que p(2) = 2, p(3) = 3 et que pour
toutd > 4 ona p(d) > 2.

Dans ce papier, nous proposons de construire des polynomes a coefficients p-adiques,
de degré D, sans terme constant, ayant plus que 2D + 1 variables et n’ayant dans Z,, que
le zéro banal modulo p?. Ceci nous permettra de démontrer que :

i) pour tout entier D > 6 et différent de 8, p(D) > 3
ii) pour tout entier D > —2!1?{’—, p(D) >p.

2. Définitions et propriétés.

DEFINITION.  Soient A un anneau intégre et f € A[Xj,...,X,] un polynome sans
terme constant. On dit que f est anisotrope si pour tout (xj,...,x,) € A", la relation

Sx1,...,x,) = Oentraine : x; = x = --- = x, = 0. Dans le cas ou 4 = Z,, on dit
que f est anisotrope modulo p?, ol a est un entier > 1, si pour tout (xi, . ..,x,) € Zp, la
relation f(x),...,x,) =0 (mod p*) entraine x; = x; =--- = x, =0 (mod p).

Dans ce qui suit on notera n; une forme norme de Z,[X,...,X;], de degré d, et
anisotrope modulo p ; une telle form s’obtient en relevant dans Z,, une forme norme
de ’extension de degré d de F,,.

Regu par les éditeurs le 23 avril 1993; réviseé 26 janvier, 1994.
Classification (AMS) par sujet : 11D88.
(© Société mathématique du Canada 1995.

304

https://doi.org/10.4153/CMB-1995-044-2 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1995-044-2

POLYNOMES ANISOTROPES MODULO p? 305

DEFINITION.  On dit que (x1,.. ., Xx) € Z, est primitif, si 'un des x; est non divisible

par p.
PROPOSITION 2.1.  Soitd € N*, et soit p un nombre premier, pour tout (xy,. ..,Xz)
élément de Z¢, primitif, (nd(xl, .. ’xd))(pz_p ) =1 (mod p?).
DEMONSTRATION.  Pour tout (x1, .. .,x;) élément de Zg primitif ng(x;,...,xq5) Z 0
(mod p) ce qui implique (nd(xl, .. ,xd))(pz—p ) =1 (mod p?).

PROPOSITION 2.2.  Soit p un entier naturel premier, pour tout (x,y) € 23,
XY =2y +x —xy (mod p).

DEMONSTRATION. x? = x (mod p) ety = y (mod p) ce qui entraine x> —x = 0
(mod p) ety? —y =0 (mod p) d’ou : (** — x)()» —y) = 0 (mod p?).

PROPOSITION 2.3.  Soit p un entier premier supérieur a 2 et soit d un entier > 1, on
a pour tout x € Z:
i) Pour tout entier s > 1, X3P = x*¢~P) (mod p?). ,
ii) Pour tout entier s, x*¢"~P) = x’@-P\(2x7*! — x2)=D/2 (mod p?).
iii) Pour tout entiert > 1, il existv, € Z[X], de degré < 2p—1 et sans terme constant
vérifiant : x' = vi(x) (mod p?).

DEMONSTRATION. Pour démontrer i), on distingue deux cas.

1ER cas.  Si p ne divise pas x, on a P =1 (mod p?). Donc pour tout entier
s>1:

X =P) = 35 -p) (mod p?).

2EME cas.  Si p divise x, la propriété est triviale.
La propriété i) permet d’écrire :

X P) = D) (mod p?)
= xf(pz—p)(xZP)(rl)/ 2 (mod p?).

D’apres la proposition 2.2, on a x%? = 2x"*! — x? (mod p?), d’ou ii). La démonstration
de iii) se déduit par récurrence a partir de la proposition 2.2.

CONSEQUENCE 2.4. Soientk € N* et (B1,...,0) € N¥—{(0,...,0)}, alors il existe
ug € Lp[Xy,. .., X] de degré < (2p — 1)+ (k — 1)(p — 1), sans terme constant, tel que :
pour tout (x1,. .. ,x;) € Zk, x%' xf" = wy(x1,...,x;) (mod p?).

DEMONSTRATION. Immédiate d’apreés les propositions 2.2 et 2.3.
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PROPOSITION 2.5. Pour tout entier d supérieur ou égal a 1 et pour tout nhombre
premier p, il existe des polynomes f € L[ X\, ..., Xy], sans terme constant de degré D
supérieur ou égal ¢ (2p — 1)+ (d — 1)(p — 1), vérifiant : pour tout (x,...,xq) € Z2,

(nd(x, ye e ,xd))(pz—p) —_—:f(xl, . ,xd) (mod p2).

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 2.3 et la conséquence 2.4, il existe
Nt EZ,[X,,...,Xy], de degré inférieur ou égal a (2p — 1)+ (d — 1)(p — 1) et sans terme
constant, tel que : pour tout (x;,...,x4) € Z[‘f, (nd(xl,...,xd))(pz_p) = filx1,...,xq)
(mod p?).
Si degré fi = D on pose f = fi. Sinon, on considére f = p>XP + f,. f vérifie alors la
proposition.

3. Construction des polynémes anisotropes modulo p?.

LEMME 3.1. Le polynéme

F=fX,....X)) +f(Xas1, -, Xog) + o + (X apes - -5 Xae—1y)
(ot f est le polynome de la proposition 2.3) est anisotrope modulo p?.

. . o 2
DEMONSTRATION.  Soit (x1, . . . , X42—1y) un élément de Zg(p '), avec ’'une des com-
posantes non divisible par p, on peut supposer que c’est x; d’ou

(nd(xl,...,xd))(pz_p) =fi(x1,...,x5) =1 (mod p?).

Ceci entraine que F(xi,. .., X ,2_1)) = n (mod p*)avec 1 < n < p*—1, on en déduit
que F est anisotrope modulo p?.

THEOREME 3.1.  Soit p est un nombre premier, et soit D un entier > 1, alors si D >

-2")12512 on a p(D) > p.

DEMONSTRATION.  D’apres le lemme précédent, il suffit de prouver I’existence d’un
entier d vérifiant :

2D+ 1 <d@E*—1)
1 ptdp—-1)<D

Le systeme (1) est équivalent a :

2D+1 <d< 2_—_£
pP-1- ~p-1
Une condition nécessaire pour l’existence d’un entier d vérifiant (1) est que :
%f{l — %?—f—} > 1,c’estadire D > -2117’-2_113 ce qui démontre le théoreme.

Dans le cas p = 3, le théoreme précédent montre que p(D) > 3 pour tous les entiers
D > 11. En remarquant que les couples (7,2), (9,3) et (10,3) sont solutions du systeme

(1), on montre que p(7), p(9) et p(10) sont aussi supérieurs strictement a 3.

https://doi.org/10.4153/CMB-1995-044-2 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1995-044-2

POLYNOMES ANISOTROPES MODULO p? 307

Dans ce qui suit on va montrer qu’on a p(6) > 3. Pour cela considérons le polynéme :
m(X,Y) = X*+Y?, quiestanisotrope modulo 3.
Ona:
(m(x, Y))6 = X2 +6X'072 + 15X Y% +20X°Y° + 15X* Y8 + 6X2710 + Y12,
D’aprés les propositions 2.2 et 2.3, on a pour tout (x, y) € Z2,

x'? = x% (mod 9)
y'2 =% (mod 9)
x'% = x%" (mod 9)
xgy4 = x*y* (mod 9)
x%° = 2% + 2x%* — 3x%)? (mod 9)
Y% =x%y* (mod 9)

x*y® =x%? (mod 9).

D’apres ce systeme on peut déduire que :

x1246x1%% + 15x8y* +20x%° + 15x%8 + 6x%10 + 12
= x%6x*)? + 15x%)* +20(2x*"y? + 2x%y* — 3x%)%) + 15xY2 + 6x%y* +3° (mod 9).

Apres regroupement des différents termes du second membre, on obtient : x6+6 1x%)?+
61x%y* — 60x%)? + 5.
Considérons maintenant le polynome :

FXY) = X0+ 61X Y2 + 61X2Y* — 60X%Y2 + Y9,

on a pour tout (x,y) € Z2, f(x,y) = (na(x, y))6 (mod 9).

Il en résulte alors que : F(X,...,Xi6) = f(X1,X2) + f(X3,X4) + - - - + f(Xi5,Xi6) €5t
aussi de degré 6 et anisotrope modulo 9. Finalement on en déduit que p(6) est strictement
supérieur a 3.
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