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STRUCTURE DES CONES NORMAUX CONTENUS DANS
UN ESPACE DE BANACH OU SON DUAL II

RICHARD BECKER

Let B be a Banach space and X C B a normal cone such that the norm is
monotone on X for the order determinated by X.

We study the sup, denoted by i(X), of the q ̂  1 such that, for each e > 0
and each n, there are xi, ..., xn in X such that:

for all oi, . . . , on ^ 0 , where || \\q is the norm in /* .
We prove that t(X) is the inf of the p for which we have:

1'P

£ ZJb for all in X.

The proof use a similar theorem of Krivine, concerning Banach Riesz spaces. Here
conical measures are a useful tool. We establish a link with a preceding work in
which we adapt the Maurey theory of factorisation of operators with values in a
Lp space, to the case of normal cones, contained in a Banach space.

INTRODUCTION

Ce travail fait suite a un travail precedent ([1] ou [2]) mais en est relativement
independant.

Soit X un cone convexe normal contenu dans un espace de Banach. Le but de ce
travail est d'examiner s'il existe p ^ 1 tel que, pour tout n et tout e > 0, il existe
X\, ..., xn dans X tels que

pour tous ai, . . . , an ^ 0, ou || || designe la norme /* .
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428 R. Becker [2]

Notons que le cas p = 1 est trivial: il suffit, si X ^ (0), de choisir xo £ X, de
norme 1, et de prendre x\ = • • • = xn = XQ . Dans ce travail les mesures coniques [3,
Section 30.38.40] s'averent un outil indispensable. Nous utilisons aussi un resultat de
Krivine [6], concernant les espaces de Banach reticules.

Nous faisons ensuite le lien avec un travail precedent ([1] ou [2]) et avec un autre
travail de Krivine [5], concernant les theoremes de factorisation. Nous terminons en
donnant des applications aux espaces de Banach ordonnes et aux cones faiblement
complets. Dans tout ce qui suit, sauf mention du contraire, B designe un espace de
Banach et B\ sa boule unite; X sera un sous-cone convexe normal de B\ on supposera
que la norme est croissante sur X , pour l'ordre determine par X; c'est toujours possible
[7, V.3.1].

On designera par idx l'application identique de X dans lui meme.
Si 1 ^ q ^ oo on note q' le nombre tel que 1/q + 1/q' = 1.

DEFINITION 1: Soit q ^ 1. Nous dirons que l'application idx est (q, 1) sommante
si on a, pour tous x\, . . . , xn dans X:

E<
Soit i(X) l'inf. des q ^ 1 tels que idx s°it (<?, 1) sommante, s'il en existe; sinon on
pose i(X) = +cxi. On a i(X) ^ 1. Si q > i(X) on voit que idx est (q, 1) sommante.

THEOREME 2 . Pour tout e > 0 et tout n, il existe xi, . . . , xn dans X, tels que
l'on ait, en posant q = i(X):

pour tous ai, . . . , on ^ 0.
De plus, soit t ^ 1 tel que, p o u r tout n, il existe x\, ... ,xn dans X de norme 1,

J M. ||(ajt)||t, pour tous ai, . . . , an ^ 0; on a alors t ^

PREUVE: Le theoreme va resulter d'un theoreme de Krivine [6, Theoreme 0.1 et
son commentaire], rappele plus loin, de la construction suivante et du Theoreme 5. D

DEFINITION 3: Soit Md(X) l'espace vectoriel reticule des mesures coniques discretes
sur X.

n
On a Md(X) — {5Z±£i!t | Xk G X}. Rappelons que toute A £ M<j(X) est une

l

forme lineaire sur l'espace vectoriel reticule de fonctions sur X engendre par B' [3,
Section 30.38.40].
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[3] Structures des cones normaux 429

pour tous a.k, pas

On voit que a.ex = ea.x pour tout a ^ 0. Si A = 52e*it s o ^ r(^) = E 1 * ^a

1 1

resultante de A. On munit l'espace Md(X) de la norme \\fi\\ = ||T-(|/X|)|| . C'est unespace
norme reticule: puisque la norme est croissante sur X on a: (|A| ^ \fi\) => (||A|| ^ UMID-
Notons que, si la norme n'est pas croissante sur X, l'application \i -** ||/x|| n'est pas
une norme sur Md(X): prendre a = ex + ey et ft = ex — ey puis considerer l'inegalite
triangulaire.

PROPOSITION 4 . Si X n'est pas reduit a {0} ou a (R+), alors Md(X) contient

Z1(JV) au sens des espaces reticules, that is: il existe fii, ..., \Ln, dans Md(X), deux-

a-deux etrangeres, de norme 1, telles que

forcement ^ 0, et tout n.

PREUVE: Soit XQ G X, de norme 1, non situe sur une generatrice extremale; il

suffit de prendre des fj.n ^ 0, deux-a-deux etrangeres, telles que v[fj,n) = xo • D

THEOREME 5 . On a i(M+{X)) = i(X).

De plus, pour tout p ^ 1, l'application idx est (p, 1) sommante si et seulement

si Md{X) est de genre ^ p, c'est a dire:

pour des /it G Mj,{X)

deux-a-deux etrangeres.

PREUVE: Soit p > i{X); on a pour toutes fj.k E

SP. pour tous xk G X en

avec TO > 0, puisque p > i{X); d'ou p ^ i(M^ (X) ) , puisque ||/J*|| = ||»"(//A:)|| •

Inversement, si p > i(Mj"(X)), etant donnes x\, . . . , xn dans X, il suffit de

considerer eXl, ..., eXn pour voir que p ^ i{X). Si on sait seulement que Md(X)

est de genre ^ p, on montre que I 52 ll1*!!1" )
V i /

introduisant les eXfc et en groupant les elements proportionnels.

Pour prouver la premiere partie du Theoreme 2 il suffit d'appliquer le theoreme de
Krivine [6, Theoreme 0.1 et son commentaire]: il existe alors dans Md(X), pour tout
e > 0 et tout n , des /xi, . . . , fin deux-a-deux etrangeres, telles que l'on ait:

^ak.fj,k

l
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pour tous o i , . . . , an pas forcement ^ 0.

II suffit alors de prendre Xk = r(lM*|) pour k = 1, . . . , n, pour avoir les inegalites
du Theoreme 2. En effet, puisque les fik sont deux-a-deux etrangeres, on a:

5 1 «**.***

D'apres la definition de la norme dans Md(X), le resultat est obtenu.

La premiere partie du Theoreme 2 est done prouvee.

Voici la preuve de la seconde partie:

Soit p > i(X); on a alors ||(afc)||p ^ SP.M. ||(a*)llt puisque idx est (p, 1) som-

mante. D'ou t ^ p et t ^ i(X) en faisant p —> i(X). D

REMARQUE 6. Au lieu d'introduire l'espace Md(X) et appliquer les resultats de Krivine
[6] on aurait pu adapter les preuves de [6] au cadre des cones normaux.

7. Dans un travail precedent ([1] 8, 11 ou [2]) nous avions associe a tout cone convexe
normal X, contenu dans un espace de Banach B, un intervalle Ix C ]1, +oo[ tel que:

(1 ° ) Si q E Ix , il existe Cq telle que:

Pour toute suite xi, ..., xn de X il existe (a n ) avec ||(an)||g( = 1 et yi, • • •, yn

dans X, de sorte que xn = an.yn et Mq((yn)) < C,.Mi((xn)) ou

Mq((xn)) =

(2°) Si q > 1 n'est pas dans Ix alors il existe C'q telle que: Pour tout rj. il existe

Xi, . . . , xn dans JT, de norme 1, tels que

C' | |(at) | | , pour tous a i , . . . , a n ^ 0

Notons ([l], 2) que, puisque X est normal, si xn G X pour tout n on a Afi((a;7,))
II

^n avec Nx <oo.

DEFINITION 8: Avec les notations de la Section 7 on pose I(X) — 1 si Ix = 0,

sinon I(X) designe l'extremite droite de Ix ou +oo.

THEOREME 9. On a i / / (X) + l/i(X) = l .

PREUVE: Elle resulte des deux lemmes suivants. U
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LEMME 10. Soit 1 < q < oo; si q 6 Ix alors idx est (q', 1) sommante.

PREUVE: II suffit d'utiliser la Section 7.1°: Avec ces notations on remarque que,
pour tout k, on a:

Mq((yn)) Cq.Nx.

par

D

puis on utilise l'egalite xn = cxn.ynt pour majorer

C,.NX.

LEMME 1 1 . Soit 1 < q < oo; si q > I(X), aiors idjc n'est pas (g1, 1) sommante.

PREUVE: Soit I(X) < gi < q; d'apres la Section 7.2° il existe, pour tout n, des

, ..., xn dans X , de norme 1, tels que
V . Si idx etait (q',1)

sommante, on aurait n1/ ' ^ Sqi.Cq.v}lqi , ce qui est impossible, quand n —> 00,
puisque qx < q. U

12. Nous allons faire le lien avec certains travaux de Krivine, concernant les theoremes
de factorisation [5]: Rappelons que, si Y est un cone convexe contenu dans un e.l.c.s.
E, et si / est une fonction definie sur Y, on pose pour y £Y:

f(y) = inf{y'(y) | y' € E' et y' > f sur Y}.

[3, Problem 30.1].
Dans ce paragraphe B est un espace de Banach reticule et X = B+; on voit alors

que, pour q > 1, on a:

(g £ Ix) si et seulement si (B' est de type ^ q, au sens de [5]) :

En effet, d'apres ([1] 8,f ou [2]) la condition q & Ix equivaut a:

pour toutes aii, . . . , x'n dans B' et tout x 6 X, ou /i est l'apph'cation definie sur X

par z ~-

Or, dans un espace de Banach reticule, la fonction h est donnee par l'element

I E lx!bl' ) de B', considere par Krivine dans [5].

On a done, immediatement, d'apres [5, Theoremes 5 et 6] l'equivalence:
{q £ Ix) si et seulement si (B est de type ^ q').
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13. CAS DES ESPACES DE BANACH ORDONNES. Soit B un espace de Banach ordonne

par un cone convexe ferine et saillant B+ tel que B = B+ — B+; on ne suppose pas

forcement que B+ soit normal. On sait alors que le cone X = {B+)° est un sous - cone

normal de B', qui est <r(B', B) complet.

Nos resultats s'appliquent done a X C B'.

On n'a pas forcement B' = X — X; cela equivaut a ce que B+ soit normal [7,

V.3.5]. De plus Xx = X n B[ est cr(B', B) compact.

On suppose que Xi est une partie hereditaire de X; e'est le cas, par exemple, si

B\ = conv((jB/") U (—i?^1")), ce qu'on peut toujours supposer [7, V.3.5].

Soit M(X) l'espace des mesures coniques sur X, pour la dualite avec B: on a

M(X) = M+(X) - M+{X), oil M+(X) est le cone des formes ^ 0 sur le treillis de

fonctions sur X engendre par B, que Ton note h(X, B). Comme X est <r{B', B)

complet, pour toute A £ M+(X), il existe r(A) £ X tel que A(x) = (r(A))(z) pour

tout x £ B. On munit M(X) de la norme ||/x|| = ||r(|/i|)||.

THEOREME 14 . M(X) est un espace de Banach reticule; il est isomorphe au

dual de l'espace h(X, B) muni de la norme:

\\h\\ = snp{\h\(x) \x£X1}= sup{M(|/i|) | ft e M+(X) et r(fi) 6 X J .

• PREUVE: Comme en Section 3 on voit que M(X) est un espace norme reticule.

Comme M*(X) est <r(M(X), h(X, B)) compacte, puisque Xi est <x{B', B) compacte,

on voit que M(X) est le dual de h(X, B) pour la norme snp{fi(h) \ r(\fi\) 6 J J , qui

est equivalente a la formule du theoreme; on utilise [3, Problem 30.1] pour la formule

avec C~~) • U

Nous allons maintenant nous placer dans des cadres abstraits:

15. CAS DES CONES ENGENDRES PAR UN CONVEXE HEREDITAIRE. De fa5On abstraite,
soit X un cone convexe saillant, contenu dans un espace vectoriel E, et engendre par
un convexe hereditaire K, qui ne contient pas de demi-droite. Soit j la jauge de K;
on peut alors reprendre la theorie conduisant au Theoreme 2:

En effet si A £ Mj.(X) on voit que l'application A ~> ||A|| = j(-r-(|A|)) est une
norme d'espace vectoriel reticule sur Md(X). Ici E est mis en dualite avec son dual
algebrique.

A priori on n'a pas l'analogue du Theoreme 9, car on ne peut pas effectuer
l'analogue de la theorie de ([1] ou [2]); en effet, a priori, X n'est pas un cone nor-
mal situe dans un espace norme. Cependant, si on munit l'espace vectoriel (X — X),
ordonne par le cone X, de la semi-norme associee a conv(K U (—K)) celle ci sera une
norme si:

(x G (X — X) et n.x ^ yn pour tout n, avec yn £ K) => (x ^ 0).
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Le cone X est alors normal dans (X — -X"); de plus K et la trace de la boule unite sur

X s'absorbent mutuellement. On peut alors etablir le Theoreme 9.

16. CAS DES ESPACES DE BANACH ORDONNES. Ce cas peut etre vu, de facon abstraite,

de la fagon suivante: Soit X un cone convexe saillant, contenu dans un e.l.c.s E; on

suppose que X est engendre par un convexe a(E, E') compact hereditaire K.

Soit A l'espace vectoriel des fonctions affines sur X, nulles en 0, dont la restriction

a K est continue. On munit A de la norme | | / | | = sup{ | / ( z ) | | x £ K}.

On sait alors que A est un espace de Banach ordonne, par l'ordre des fonctions sur

X, tel que A = A+ - A+ [4, Theoreme 5].

On peut alors appliquer nos resultats au cone X, qui est normal dans l'espace de

Banach A'.

Dans ce cas on a de plus A' — (X — X) et A+ est normal dans A [4, Theoreme

5].

17. C A S DES CONES FAIBLEMENT COMPLETS. (Classe S, [3, Section 30.38.40]). Soit

X un cone de S, contenu dans un e.l.c.s. E; comme le sature par heredite de toute

partie cr(E, E') compacte est aussi <r{E, E') compacte, on peut utiliser les resultats

du paragaphe precedent, en considerant X comme la reunion, filtrante croissante, de

ses parties er(E, E') compactes, convexes et hereditaires.
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